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Presentacio

Aquest cinqué nimero de la série «Col{oquis d’' Historiadela Cienciai de la Técnica» es publica deu anys des-
prés de |’ aparicié del primer nimero, escrit per Antoni Quintanai Mari, dedicat a glossar |’ aportacié dels primers
aeronautes al coneixement de laquimicade|’aire afinals del segle xvi. Durant tot aguest temps, la Societat Ca-
talana d Historiade la Ciénciai de la Técnica (SCHCT) ha procurat recollir en aquestes publicacions alguns dels
colloquis que any darrere any s han ofert en cada curs academic, i lavoluntat de lanostra Societat serialade veu-
re com augmenta € ritme d’ aguestes publicacions. Seria, sens dubte, un bon simptoma d’ una bona salut institu-
cional.

La publicacio d’ aquest darrer nimero és, per tant, un excellent motiu per celebrar aquest aniversari. L’ article
gue podeu llegir a continuacio és fruit del colloqui que vam fer el 22 de febrer de 2002, i que la seva autora, Ma-
ria Rosa Massa, dedica a la figura del matematic Pietro Mengoli (1625-1686) i ala seva contribucio a I’ algebrit-
zaci6 de les matematiques. Tal com ensindical’ autora, I’ evolucio del pensament geometric envers |’ algebraic va
seguir un itinerari lent i gradual, en el qual I’ Gs d' expressions algebraiques per al’ estudi de figures geomeétriques
va acabar sent una de les aportacions més innovadores de Mengoli. No obstant aix0, com ha passat sovint en la
historia de la ciencia, les dificultats per entendre el seu discurs van acabar sent un obstacle per comprendre el seu
métode.

No voldria deixar passar aquesta presentaci sense recordar que Maria Rosa Massa ha compartit durant molts
anys la sevafeina com a professora de matematiques a |’ ensenyament secundari amb la seva dedicacié —i també
devocié— alahistoriadelaciénciai ales sevesrelacions amb I’ ensenyament. En publicar aquest colloqui, no tan
sols celebrem un aniversari, sin6 que també fem un reconeixement al’ esforg i alagenerositat de tots aquells que,
com laMaria Rosa, troben el temps i les ganes per compaginar ambdds mons.

Pere Grapi i Vilumara






L’algebritzacio de les matematiques.

1. Introduccio

En el segle xv, les recerques sobre calcul d’ are-
es van rebre un gran impuls gracies ala utilitzacié de
procediments algebraics. Pietro Mengoli, bolonyeés,
probablement el deixeble mésoriginal de Bonaventu-
ra Cavalieri (1598-1647),' va ser un dels matematics
que van desenvolupar aquests procediments. Algebra
i geometria estan estretament relacionades en els seus
treballs, especialment en el seu llibre Geometriae
speciosae elementa (Bolonya, 1659).

L’ objectiu d’ aquest treball és exposar part delses-
tudis de I’ autora sobre les matematiques a |’ obra de
Mengoli. En particular, s analitzaralainterrelacio en-
tre algebra i geometria en la seva obra i es mostrara
com la utilitzacié de procediments algebraics li va
permetre trobar un nou cami per fer quadratures de
les corbes definides per equacions que avui escriuri-
emcomy= K -x"-(t—x)". A |'apartat 2, estractara
de I’ algebritzaci6 de les matematiques que es va pro-
duir a la seva época; a |’ apartat 3, es presentara un
apropament alafigurade Pietro Mengoli com acien-
tifici, finalment, als apartats 4 i 5, s analitzaral’ alge-
brade Mengoli i €l seu Us en les quadratures.

2. L’algebritzacié de les matematiques

Dos dels avengos més importants de les matema-
tiques durant el segle xvi van ser la creaci6 de la
geometria analitica i el desenvolupament del calcul
infinitessmal. Ambdds es van assolir gracies a les
connexions entre les expressions algebraiquesi les cor-

Pietro Mengoli (1625-1686)
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bes, en utilitzar procediments algebraics per resoldre
problemes geomeétrics.

Defet, lesrelacions entre |’ dlgebrai lageometria
havien estat molt diferents abans del segle xvi1. Po-
driem distingir dos grans blocs. e primer, a co-
mencament, amb |’ algebra retorica i sincopada, que
resolia essencialment problemes d'aritmética mer-
cantil (on no hi havia gairebé cap connexio6 entre |’ al-
gebrai lageometriai, si n'hi havia, eslimitavaajus-
tificar, algunes vegades, €els resultats), i un segon
bloc, al Renaixement, quan ja es van intentar les pri-
meres classificacions d’ equacions, segons €l grau i
segons el signe, i es van presentar les solucions ela-
borant diagrames i construccions geometriques que
les verifiquessin. D’ entre els matematics d’ aquest se-
gon bloc, podem citar Luca Pacioli (1445-1514), Ge-
rolamo Cardano (1501-1576) i Raffacle Bombelli
(1526-1573), algebristes del cinquecento, que inten-
taven provar les solucions de les equacions algebrai-
ques obtingudes per via purament abacoalgebraica
mitjancant figures geometriques.

A tall d’exemple, observeu Bombelli (vegeu la
figura 1), que intentava generalitzar |’ algorisme de
|” equaci6 de segon grau i donava cada vegada unare-
glai una construccié geometrica original de la solu-
cio. L' Algebra (Bolonya, 1572) de Bombelli consta
decinc llibres: en elstres primers, resolia algebraica-
ment equacions de segon grau i alguns casos particu-
lars de tercer i quart grau, i en els dos Ultims, publi-
cats més tard per Bortolotti (1929), presentava
aplicacions dels metodes geometrics a I’ dgebra (Ii-
bre quart) i aplicacions dels metodes algebraics ales
solucions geometriques (llibre cinqué). Bombelli, en

1. Bonaventura Cavadlieri, jesuat italia, va ser un dels
primers matematics a desenvolupar un nou metode de qua-

dratures anomenat metode dels indivisibles. Va ser profes-
sor alaUniversitat de Bolonyaon va crear escola.
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el llibre tercer, resolia numericament I’ equacié de se-
gon grau amb I’ algorisme tradicional; tot seguit, enun-
ciavaunareglagenera que valgués per atots els casos
similars, independentment del valor numeric dels coe-
ficients; després, feiaun exemple numeéric d’ aplicacio
delareglai, en € llibre quart, presentava una cons-
truccié geomeétrica de la solucié amb una referencia
explicitaa problema que haviaresolt en €l llibre ter-
cer. Vegeu-ne un exemple.

Llibrelll. Problema XLIX. Feu de 10 dues parts
tals que multiplicades I'una per I'atra faci 16. Po-
sem que una de les parts sigui 1¥[x], I’altra sera
10 — 1}[10 - X], que multiplicades I’ una per I’dtra
facin 10 — 12[10 x —x3, i @ix0 ésigua a 16, que, S
li traiem el menys, estindra 12 + 16 igual a 10 1*
[x> + 16 = 10 x]. Trobeu la meitat de la quantitat
incognita (tanti),? que és 5 [(/2)], | es quadra, fa 25
i seli resta 16, queda 9 [(b/2)*—c], que el seu costat
és3[(b/2)? - ]2, & qual estreu del 5, meitat de les
incognites, queda 2, i 2 val la incognita (tanto), i
aquesta és una de les parts [(b/2) — ((b/2)? — ¢)¥4;
I'altra sera 8 i de similar demanda neix la regla se-
guent.®

Vegeu, a continuacié, com fela la construccié ge-
ometricad aguest mateix exemple. Bombelli exposava:

[88] Vull dividir lalinia .a.b. en dues parts tals
quefacin un paral{elogram d' areaigual alad' un qua-
drat .Lik.

Si aquesta superficie no és un quadrat, es reduira
aun quadrat, com s’ ha demostrat, perd si és un qua
drat, dividiu lalinia .a.b. en dues parts iguals en €l
punt .c., i sobrela.a.c. estragcael semicercle .a.d.c.,
en el qual estracalarecta.a.d. igua al costat .i.k., i
desdel punt .d. estracala.c.d., i feu.c.e.igual ala
.c.d.; dic que el punt .e. sera el terme, que divideix
laliniaen les dues parts demanades, com es pot pro-
var amb nombres.*

Aquest enunciat plantgjal’equacid x - (b —X) = ¢,
essent b = liniaab, i ¢ = area quadrat ilk, o sigui que
ik = c¥2. Bombelli dividia la linia ab en dues parts
iguals (ac = ch), i obtenia b/2, prenia aguest valor

{ L ¢
Ficura 1. Figuresde Bombelli.

com a diametre i dibuixava un semicercle. Tracava
la corda c¥? des d’ un extrem del diametre (a) i com-
pletava €l triangle rectangle dibuixant la recta cd
finsal’ altre extrem. Aplicava el teorema de Pitago-
resi llavors el catet (segment) cd = [(b/2)*—c]*2. A
continuacio, el projectava sobre ab i obtenia el punt
e, i assenyalava que les solucions serien els seg-
mentsae= ac—cbi eb = cb + cd. Ca remarcar que
Bombelli no plantejava I’ equacié, emprava llenguat-
ge retoric i comprovava la solucié amb un exemple
numeric.’

En aquestes primeres algebres renaixentistes ja es
pot apreciar un procés inicial de maduracié dels pro-
cediments algebraics, a fi d’esdevenir eines per ala
resolucié de problemes. Un dels punts més significa-
tius en el desenvolupament historic de I’ algebra va
ser |'aparicié en 1591 de I’ obra In artem analyticem
isagoge de Francois Viéte (1540-1603), en laqual es
vafer palés|’avantatge d’ utilitzar simbolsdinslama-
tematica, no Unicament per representar lesincognites,
sind també per a les quantitats conegudes, la qual
cosa permetia treballar les equacions en forma gene-
ral.® Viéte solucionava les equacions geométricament
emprant la teoria de proporcions euclidiana, igualava
les equacions algebraiques amb les proporcions (mit-
jancant €l producte de mitjosi extrems d’ una propor-
Ci0), i introduia aixi un nou cami per resoldre les
equacions.

A principis del segle xv, i graciesaladifusié de
I’obra de Viéte, un bon nombre de matemétics co-
mencaven aadonar-se que els métodes algebraics eren
una einamolt Util per resoldre problemes geometrics.
Entre ells podem citar Pierre de Fermat (1601-1665),

2. Cardano anomena la incognita cosa i Bombelli I'a
nomenatanto.

3. «Problema XLIX. Faccisi di 10 due parti tali che
multiplicate I'unavial’ atrafaccino 16. Ponghisi chel’una
di dette parti sia 1%, I ltrasara 10 — 1%, che moltiplicate I’ u-
navial altrafanno 10 — 12 e questo & eguale a 16, che le-
vatoil meno si havera1® + 16 egualea10 1* . Piglisi lameta
delli Tanti, ch’é5, esi quadri, fa25 esenecavi 16, resta 9,
cheil suolato €3, il qualesi cavadi 5, metadelli Tanti, res-
ta2 e2valeil Tanto e questaéunadelle parti; I'atrasara8
e da simili domande nasce |la seguente regola» (Bombelli,
1966, p. 340).

4. «[88] Voglio dividere lalinea .a.b. in due tal parti
delle quali fattone un parallelogrammo siapari alla superfi-

cie .l.i.k. Se detta superficie non sara quadrato si ridurra a
quadrato, come si € mostrato, ma dato che sia quadrato, di-
vidasi lalinea.a.b. in due parti pari in punto .c., et soprala
.a.c. s facciail semicirculo .a.d.c. nel quale tirasi la retta
.a.d. pari a lato .i.k. et dal punto .d. tirasi la.c.d. et facciasi
.c.e. pari dla.c.d.; dicoil punto .e. essereil termine, che di-
vide lalinea nelle due parti addimandate; come si puo pro-
vare col numero» (Bombelli, 1966, p. 572).

5. L’exemple numeric de la construccié geomeétricano
correspon a I’equacié de segon grau del llibre tercer. En
aguest cas, prenab = 12 I’areaigua a 24. Vegeu Bombe-
Ili (1966, p. 572-573).

6. Per a més informacid, vegeu Viete (1970, p. 12),
Giusti (1992) i Freguglia (1999).



tot i quelafiguramésinfluent en lainvestigacio dela
relacio entrel’ dgebrai lageometriava ser René Des-
cartes (1596-1650), autor de la coneguda obra La gé-
ométrie, que figurava com un apendix en el seu Dis-
coursdelaméthode (Leiden, 1637). Aquest treball de
Descartes va suposar un punt de partida per contem-
plar lageometria des d’ una altra perspectiva.’ A par-
tir delasevaobra, i durant un segle aproximadament,
esvadur aterme el procés d' algebritzacio de les ma-
tematiques:® un periode en el qual es va passar d’'una
manera de pensar les matematiques gairebé exclusi-
vament geometrica a un pensament matematic més
algebraic.” Aquesta evolucio va ser lenta i desigual.
Alguns autors van adoptar |es técniques al gebraiques
en lasevaobrai, alavegada, van intentar justificar-
les o transformar-les d’ acord amb la matemética clas-
sica. D’altres, malgrat conéixer I’ existéncia d’ aquests
procediments, els consideraven aliens a pensament
matematic i, finsi tot, els refusaven. Finament, uns
guants acceptaven aguesta nova manera de pensar
com un complement més per a desenvolupament de
les seves técniques matematiques.’® En una época en
laqual s estavarecuperant el pensament classic atra-
vés de les traduccions dels textos grecs, S introduiren
a la vegada en el pensament matematic unes técni-
ques agebraiques molt fértils amb un significat que,
avegades, s oposavaalacomprensio delestécniques
classiques.

També a finals del segle xvi, a causa d' aquestes
traduccions llatines dels gedmetres grecs, s havia
produit una revifala d'investigacions geometriques
sobre temes arquimedians, en particular sobre el cal-
cul d’areesi volums de figures geométriques. Des de
["any 1600 fins a I’any 1680, els procediments em-
prats per diferents matematics van originar diverses
versionsd’infinitesimalsi indivisibles que es podrien
agrupar en tres grans linies, segons que estiguessin
relacionades amb el métode d’ exhaustié, amb el mé-
tode dels indivisibles i amb els métodes algebraics
gue comencaven a emprar-se.

Latécnica dels antics, que avui S anomena meto-
de d' exhaustio, va ser creada per Eudox i, posterior-
ment, Euclides i Arquimedes la van emprar en una
gran varietat de problemes, afi dedeterminar areesde
figures curvilinies, volums, superficiesi arcs. Aques-

L’ algebritzaci6 de les matematiques

ta teécnica, tot i ser tan rigorosa com d’ altres, era, a
mateix temps, extremadament laboriosai no deixava
gairelloc alaintuicio.

El metode es basa en una série de nocions que son
indispensables per poder desenvolupar €l proceés.
Aquestes nocions poden ser explicades com segueix
(Baron, 1987, p. 35):

1. Quasevol quantitat finita, tanmateix petita,
pot arribar aser tan gran com vulguem multiplicant-la
per un nombre suficientment gran; o bé, donades dues
magnitudsdesigualsai b (b < a), llavors existeix

a) un nombre n tal que nb > a (Euclides, llibre
v, def. 4),

b) unnombrental quen(a—b) > c,oncésa-
guna magnitud del mateix tipus (I'axioma d’ Arqui-
medes, Sobre|’esferai el cilindre, llibrer).

2. Qualsevol quantitat finitapot arribar aser tan
petita com nosaltres vulguem per substracci6 repeti-
dad'una quantitat més gran o igual ala seva meitat;
0 bé, donades dues quantitats desigualsai b (b < a),
Ilavors existeix un nombre n, tal que (1 —p)"a< b,
on p=1/2 (Euclides, X.1).

El metode consistia a fer una doble «reductio ad
absurdum». O sigui, per demostrar que A = B s’ havia
de provar laimpossibilitat de A > B i de A < B. Aixi,
Arquimedes va obtenir les quadratures amb I’ gjut de
métodes mecanics i va demostrar la validesa dels re-
sultats obtinguts mitjangant proves indirectes. Mesu-
rava les figures curvilinies exhaurint-les mitjangant
figures poligonalsinscritesi circumscrites.

El procés consistia en I’ establiment, a través de
construccions geomeétriques, d una seqiiéncia ascen-
dent monadtona |, i una seqlieéncia monotona descen-
dent C,, entreles quals hi halamagnitud B de laqual
hem de determinar el valor. Elstermes |, i C,consti-
tueixen perimetres, arees de superficies o volums de
figures inscrites i circumscrites, respectivament, i la
relacio:

I,<1,<l3<..<1,<B<C,<..<C;<(C,<C
es pot establir a partir d’una série de lemes geome-

trics coneguts. Utilitzant les nocions 1i 2, i la cons-
trucciO particular adoptada per I,i C,, es demostra

7. Lainterpretacio del programa de Descartes ha donat
i segueix suscitant encara avui opinions enfrontades. D’ una
banda, Bos, Boyer i Lenoir estableixen que, per Descartes,
I’ gebra era simplement una eina per trebalar: «Per Des-
cartes, I’ equacio d' una corba era primerament una einai no
un mitja de definicio o representacio.» (Bos, 1981, p. 323).
A més, I'equacié d unacorbaeraunaeinaqueli permetiala
classificacio de les corbes. Per aquests historiadors, €
proposit de Descartes en escriure La géométrie eratrobar un
meétode per resoldre problemes geometrics, com erausua en
aquell temps, i I'equaci6 no eral’ Ultim pas en € cami cap a
la solucio. D' dtra banda, Giusti i d atres afirmen que per

Descarteslacorbaeral’ equacié. Giusti emfasitza el compo-
nent algebraic de La géométrie com aclau en el programade
Descartes. Entre els molts estudis sobre aquest programa,
son particularment interessants: Giusti (1987, p. 409-432),
Mancosu (1996, p. 62-84) i Bos (2001, p. 225-412).

8. Sobre aquest procés d' algebritzacio, es pot consul-
tar Mancosu (1996, p. 84-86), Pycior (1997, p. 135-166),
Bos (1998, p. 291-317) i Panza (2005, p. 1-30).

9. Unaandisi detallada d’ aguest canvi de pensament
es pot trobar a Mahoney (1980, p. 141-155).

10. Sobre aguest tema, es pot consultar Hayrup (1996,

p. 3-4) i Massa (2001, p. 708-710).

11
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que, per aalgun n, ladiferéncia(C,—1,) pot arribar a
ser més petita que qualsevol magnitud donada, o que
larad C,/ |, pot arribar aser més petitaquelarad dela
més gran a la més petita de dues magnituds donades
qualsevols.

El calcul consisteix en e fet que, trobada una
magnitud A, que per atotselsvalorsde n estaentrel,
i C,, aquesta magnitud A ha de ser igual a B. Per pro-
var-ho, esdemostralaimpossibilitat que A< Bi A> B.
Tanmateix, en €l metode d’ exhaustié cada proposicid
esfeiade bell nou i no s utilitzaven resultats d atres
proposicions. A més, no es donaven ni s'intentaven
donar regles per fer nous calculs.

Ja a principis del segle xvi, Cavalieri va ser un
dels primers a desenvolupar un nou métode de qua-
dratures, anomenat metode dels indivisibles, que evi-
tés les proves indirectes i que, a més a més, pogués
ser emprat de la mateixa manera en tots els casos. El
métode delsindivisibles vaser difés basicament atra-
vés de dos dels seusllibres: Geometria indivisibilibus
continuorum nova gquadam ratione promota (Bolo-
nya, 1635) i Exercitationes geometricae sex (Bolonya,
1647). En aguesta Ultima obra és on trobem la de-
mostraci6 deles quadratures de lesinfinites pardboles
(queavui s escriuriacomy = x") per aqualsevol nen-
ter positiu.** Lasevaprincipa virtut eralafertilitat, ja
que resolia tant problemes classics com nous, i es re-
obtenien resultats que coincidien amb els ja coneguts.
El métode es basava en una mena d’isomorfisme: la
proporcionalitat entre dues colleccions de linies o de
plans podia ser transferida a les figures en les quals
s havien determinat aquestes linies o plans sense de-
finir clarament si aquestes linies «componien» la fi-
gura o0 s s plans «componien» el solid. Aquesta
transferéncia de rad o proporcio entre «totes les li-
nies» de dues figures a unarad o proporcié entre les
figures li permetia trobar les arees. Durant molt
temps, el métode delsindivisiblesvaser discutit i cri-
ticat a causa de la poca solidesa dels seus fonaments.

L’altra via per demostrar les quadratures d’'a-
questes infinites pardboles eren els procediments
algebraics. Els matematics intentaven, entre altres
coses, calcular el resultat que avui s escriuria com:

P+ .. +tP 1
Pl pel

Aquest resultat els permetia deduir les quadratures

de les paraboles y = x" per a qualsevol n enter posi-

lim quan t tendeix a infinit.

tiu. El procediment consistia a enunciar una regla
aritmetica algebraica per a la suma finita de poten-
cies, comprovar-la per a dos o tres casos i deduir el
valor de la suma quan e nombre de sumands tendia
ainfinit.

En aquesta linia, podem citar Gilles Personne de
Raoberval (1602-1675), que, e 1636, en una carta di-
rigidaa Fermat, enunciavalaregla per trobar lasuma
finita de poténcies i explicava que |I'emprava per a
calcul de quadratures.*?

Aixi mateix, Fermat especificava en una carta a
Cavalieri, abans del 1644, que haviaquadrat les para-
boles, i li exposava lareglai un exemple. EI mateix
Fermat, el 1657, vademostrar les quadratures per an
racional positiu. D’altra banda, John Wallis (1616-
1703) també va demostrar aquestes mateixes quadra-
tures en la seva Arithmetica infinitorum (1655) em-
prant la suma de poténcies.

Tanmateix, el quefaltavatrobar eraun métodeva
lid en general que fos aplicable sense cap modificacio
en cada cas particular. En un intent per trobar un mé-
tode més general i més sdlidament fonamentat per
calcular quadratures, Pietro Mengoli (1625-1686), en
la seva obra Geometriae speciosae elementa (1659),
va utilitzar |’ dgebra per resoldre problemes de qua
dratures. Jaa comencament d’ aquest Ilibre expressa-
vaque la seva geometria era una combinacio de lade
Cavalieri i lad Arquimedes, i que I’ obtenia emprant
leseines que I’ algebra especiosa de Viéte li oferia

Ambdues geometries, I’ antigad’ Arquimedesi la
nova dels indivisibles de Bonaventura Cavalieri
(preceptor meu), aixi com també I’ algebra de Viéte,
han estat tractades amb bastant encert per persones
cultes; d'elles, ni confusament ni com si fos una bar-
reja, sind per una perfecta conjuncio, en resulta una
de nova, I’ espécie propia del nostre treball, que no
podra desagradar aningu.*®

En el seu métode, Mengoli va fer confluir d' una
manera singular aquestes tres linies: el métode d’ Ar-
quimedes, elsindivisibles de Cavalieri i I’dgebra de
Viéte. Tot i que les quadratures que vainvestigar les
coneixia (les havia obtingut amb el métode dels indi-
visibles), Mengoli preteniaobtenir-ne unade nova: la
guadratura del cercle, un objectiu que va assolir pos-
teriorment amb e seu métode algebraic en una obra
posterior, titulada Circolo (1672).

11. Sobre els indivisibles de Cavalieri, vegeu: Giusti
(1980), Andersen (1984/1985), Massa (1994) i Mal et (1996).

12. Fermat no va publicar mentre viviai els seus tre-
balls circulaven en formade cartes 0 manuscrits. Sobre Fer-
mat, es pot consultar Fermat (1891-1922, p. 65-71 i p. 286-
292) i Mahoney (1973, p. 229-232). Tanmateix, parts del
seu treball estan explicades en altres publicacions. Per
exemple, I’ obra d’ Hérigone conté una exposicid del méto-
de de tangents de Fermat: es pot consultar Hérigone (1644,

p. 59-69) i Cifoletti (1990, p. 129). Sobre Roberval, es pot
consultar Auger (1962, p. 19-20) i Walker (1986, p. 171-
173), i sobre Wallis, Wallis (1972, p. 382).

13. «Ipsae satis amabiles litterarum cultoribus visae sunt
utraque geometria, archimedis antiqua, & indivisibilium nova
Bonaventura Cavalierij praeceptoris mei, necnon & Viettae
algebra: quarum non ex confusione, aut mixione, sed coniun-
tis perfectionibus, nova quaedam, & propria laboris nostri
species, nemini poterit displicere» (Mengoli, 1659, p. 2-3).



3. La imatge inteMectual de Pietro Mengoli'*

El nom de Pietro Mengoli apareix en €l registre de
laUniversitat de Bolonyaen el periode 1648-1686, on
havia substituit e seu mestre Cavalieri en la Catedra
de Mecanica (vegeu lafigura 2). Es va graduar en fi-
losofia e 1650 i tres anys més tard en lleis civils i
canoniques. En aquest primer periode, va escriure tres
obres de matematica pura: Novae quadraturae arith-
meticae seu de additione fractionum (Bolonya, 1650),
Via regia ad mathematicas per arithmeticam, alge-
bram speciosam et planimetriam ornata, maiestati
serenissimae D. Christinae reginae suecorum (Bolo-
nya, 1655) i Geometriae speciosae el ementa (Bolonya,
1659). El 1660 va ser ordenat sacerdot i, des d’ aquest
moment i finsalasevamort, va ser prior del’ església
de Santa Maria Magdalena de Bolonya. Encara que
entre el 1660 i €l 1669 no va publicar res, a partir del
1670 van tornar a aparéixer obres seves: Refrattioni e
parallase solare (Bolonya, 1670), Speculationi di mu-
sica (Bolonya, 1670) i Circolo (Bolonya, 1672).
Aquestes obres reflecteixen el nou proposit de Men-
goli d'investigar, no Unicament sobre matematiques
pures, sind també sobre matemati ques mixtes, com ara
I astronomia, la cronologiai lamuisica. A més, laseva
investigacio estava clarament dirigida a justificar €ls
escrits biblics i afer apologia de la fe catdlica. Men-
goli va continuar en aquesta linia, publicant dues
obres sobre cosmologia i cronologia biblica: Anno
(Bolonya, 1673) i Mese (Bolonya, 1681), i les Arith-
metica rationalis (Bolonya, 1674) i Arithmeticarealis
(Bolonya, 1675), sobrelogicai metafisica.

Aixi doncs, podem considerar la vida cientifica
de Mengoli dividida en dues parts, finsal’any 1660
i del’any 1670 en endavant, quan Mengoli, apart de
diversificar el camp de les seves investigacions, co-
menca a deixar de ser citat en els cercles cientificsi
gueda cada vegada més aillat dels seus contempo-
ranis.

La Novae quadraturae arithmeticae (1650) apa-
reix citada en moltes cartes dels cientifics europeus i
provoca una discussio entre Gottfried Wilhelm Leib-
niz (1646-1716) i Henry Oldenburg (1615-1677) so-
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Figura 2. Pietro Mengoli.

bre les séries que va sumar Mengoli.*® Robinet, en si-
tuar Leibniz a Bolonya, identifica Mengoli com una
de les fonts crucials per alainvencid leibniziana en
matematiques.’® Sembla que Leibniz va llegir molt
acuradament |’ obra de Mengoli i segurament va uti-
litzar els seusresultats, pero d’ aixo no hi hamésindi-
cisque lacorrespondenciaentre Leibniz i Oldenburg,
on es parla sobre els resultats de les series, el proble-
mad Ozanam i les explicacions de Robinet."”

En la correspondencia es troba una primera carta
on Leibniz s'interessava per I’ obra de Mengoli. Ol-
denburg li va contestar reenviant-li una carta de John
Collins (1624-1683), on explicava que Mengoli sabia
sumar series infinites que tenien com a denominadors
nombres figurats, pero, en canvi, no sabia sumar els
quadrats.*® També li proposava a Leibniz que el's gju-
dés a entendre la Via regia, que era la segona obra
matematica de Mengoli. Leibniz va contestar dient
gue no creia que Mengoli hagués sumat la serie infi-

14. Trobareu més informacid biografica de Pietro
Mengoli a Natucci (1970, p. 303), Baroncini i Cavazza
(2986, p. 1) i Massa (1998, p. 9-26).

15. Oldenburg, secretari de la Royal Society de Lon-
dres, procurava mantenir-se en contacte amb els cientifics
d altres paisosi obtenir tots elsllibres que sortien publicats.

16. Segons Robinet (1988, p. 329), Leibniz coneixia
Mengoli através de Jacques Ozanam (1640-1717) i del pro-
blema que aquest li va proposar. Existeix un comentari ma-
nuscrit de Leibniz a Theorema arithmeticum del 1674 de
Mengoli. En aquest primer escrit, Mengoli no va saber so-
lucionar €l problema d’ Ozanam, pero ho va fer més tard.
Vegeu Nastasi-Scimone (1994, p. 10-27) i Leibniz (1990,
p. 37, 39, 40 i 75). Sembla que durant uns quants anys,

Leibniz va intentar trobar una solucio general a problema
que el 1674 havia proposat Ozanam aMengoli i aatresma-
tematics europeus, entre ells al mateix Leibniz. Aquest fet
de publicar la solucio erronia el va molestar, perque es va
sentir perseguit i, amés, li va fer perdre prestigi entre els
europeus. En unacarta, del 2 dejuny de 1674, a Alessandro
Marchetti (1632-1714), matematic, amic i corresponsa de
Mengoli, ho explica «la meva persona és perseguida a
Franca per desacreditar-me» (Oldenburg, 1986, p. 43).

17. Eberhard Knobloch, editor dels manuscrits de Leib-
niz, també afirma que Leibniz hallegit les obres de Mengoli.

18. Leibniz a Oldenburg, Oldenburg (1986, vol. 1x,
26/2/1673, p. 488-498). Oldenburg a Leibniz, Oldenburg
(1986, vol. 1, 6/4/1673, p. 556-563).
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nita, sind que segurament era una suma finita, i va
afegir que tot i que Mengoli ho hagués fet, també ho
haviafet €ll, i que podia haver-hi coincidéncies.

La Speculationi di musica (Bolonya, 1670) és,
després de la Novae, la segona obra de Mengoli més
citada en la correspondencia europea. Amb aquesta
obracomencavalapart mésfilosoficade lacarrerade
Mengoli. Aqui és on parlava per primera vegada dels
motius de la sevafilosofianatural. L’ obraté tres-cen-
tes pagines, dividides en vint-i-cinc capitols que ano-
mena especulacions. S’ hi trobaunaorigina teoriadel
so, €l rebuig de lateoria de la consonancia de Galileu
i I'extraordinaria fisiologia de la percepcié musica
gue Mengoli fonamenta sobre |’ existénciade dostim-
pans al’ orella humana. Per demostrar-la, Mengoli va
fer unadisseccié del’ orellaamb Galeatio Manzio® i,
per justificar lasevateoriadel so, Mengoli utilitzaels
logaritmes. Aquesta obra va ser comentadai parcial-
ment traduida ales Philosophical transactions (1674,
p. 100, 6194-7000), després d’ una espera impacient
dels cientifics londinencs d’ aquest Ilibre.* També va
aparéixer citada en la correspondéncia de Collins
amb James Gregorie (1638-1675) i amb Isaac New-
ton (1643-1727), on Collins descrivia Mengoli com
«un excellent matematic i masic».

Perd no totes les citacions sobre Mengoli foren
positives. Es interessant assenyalar les referéncies a
I’obra de Mengoli en la correspondencia entre Isaac
Barrow (1630-1677) i Collins. En una carta datada el
12 de novembre de 1664, Barrow agraia a Collins
el llibre de Mengoli queli haviaenviat (i que se supo-
sa que és la Geometriae speciosae elementa, publica-

dael 1659) i comentavaque Mengoli utilitzavaun llen-
guatge nou, pero que no era necessari escriure de ma-
neratan complicada, i que aix0 eraun defectedel’ es-
criptor.? També en una dtra carta, amb data 1 de
febrer de 1666, Barrow comenta que llegir les obres
de Mengoli era més dur que llegir obres escrites en
arab. Tanmateix, en aquestes cartes es deixapalés que
les obres de Mengoli eren conegudes i esperades a
Europa.

Del periode que comprén des del 1660 fins a
1670, se'n sap molt poc, ja que Mengoli no va publi-
car cap obra. En aquells anys, la nova filosofia expe-
rimental va ser introduida a Bolonya d’una manera
organitzada (Cavazza, 1980, p. 105-123). Intentant
imitar la Royal Society of London, el matematic Ge-
miniano Montanari (1633-1687) funda, el 1665, I’ Ac-
cademia Della Traccia® En una carta ala Royal So-
ciety, explicava que en aguesta Accademia «es
preteniaapartir dels experiments obtenir els axiomes
i apartir dels axiomes, nous descobriments». %

Mentrestant, Mengoli viviaretirat ala sevaesglé-
sia de Santa Maria Magdalena i I’ Gnica activitat en
que col{aborava era |’ astronomia. Mengoli feia ob-
servacions sobre els astres, eclipsis, cometes..., amb
lafinalitat detrobar el «curs» del Sol, utilitzant el me-
ridia de S. Petronio.”® Sembla que era un observador
poc acurat, ja que hi havia errors en les taules que
apareixien a Refrattione e parallasse solare (1670),
tal com li vafer observar Cassini. Aquest va criticar
durament el métode i les conclusions del llibre de
Mengoli en latercera cartadelestres que, amb €l titol
complex De solaribus hypothesibus et refractionibus

19. Espot consultar aguesta correspondencia a Olden-
burg (1986, val. 1x, p. 648-652, 664-665).

20. Giovanni Galeatio Manzio va ser professor d' ana-
tomiaalaUniversitat de Bolonya.

21. Aquest llibre va ser anunciat per Marcello Mal-
pighi (1628-1694) a Oldenburg. Pel que faales cartes, €l
28 d' abril de 1671, Oldenburg li vacomunicar a Sluse que
havia aparegut el llibre de masicai que I’ estava buscant.
El 8 dejuliol de 1671, Sluse li contestava que no en sabia
res; també, el 22 d’ octubre de 1671, Malpighi li deia que
eraalaimpremta, i €l 20 de febrer de 1672 Collins|i deia
que no el tenia. El 4 de marg de 1672, Oldenburg tornava
apreguntar-li a Sluse si sabia quelcom dels quatre volums
de musica que eren a una impremta de Roma. El 29 de
maig de 1672, Sluse i contestava que elsllibres alla eren
desconeguts. Totes aquestes cartes sobre |’ Speculationi es
troben a Oldenburg (1986, vol. v, p. 15-22, 145-151,
308-310, 545-547, 571-577; vol. 1x, p. 77-80). El 26 de
desembre de 1676, Mal pighi anunciavaa Oldenburg queli
tornavaaenviar elsllibres de musicai I’ Anno (1675), que
s’ havien perdut. Després de cinc anys d’ espera, Olden-
burg aconseguia finalment el llibre de musica. Marcello
Malpighi (Bolonya, 1628 - Roma, 1694), anatomistai met-
ge, S ocupa de I’ estudi dels teixits amb microscopi. Es el
corresponsal italiad Oldenburg i €l queli enviaelsllibres
i manté el contacte amb els europeus. Vegeu Oldenburg
(1986, p. 167-169)

22. Aqui, a més d enviar-li I’ Speculationi di musica,

Collins enviavaaNewton el Circolo. Vegeu Rigaud (1841,
p. 299-301, 319-321).

23. «No he tingut temps durant aguesta temporada de
considerar-lo seriosament; per0 castiga els meus ulls. Pel
que jo percebo, esta afectat per I’ Us abundant de noves de-
finicionsi termes desconeguts, per aixd hom ha d’ aprendre
nous llenguatges per arribar a seu significat, encara que
potser només quelcom ordinari és amagat a sota. Estimo
aixo com unagran faltaen qualsevol escriptor, treballar du-
rant molt temps sense aconseguir €l proposit que necessita-
va, jaque hi hapoc alaciéncia, pero pot ser suficientment
explicat en la manera usual de parlar» (Rigaud, 1841, p.
40). Totes aguestes cartes de Barrow a Collins es troben a
Rigaud (1841, vol. 1, p. 33-40-46).

24. Geminiano Montanari (Modena, 1633 - Padua,
1687), astronom, geofisic, bioleg, va ocupar la Catedra de
Matematiques de Bolonya el 1664, i els catorze anys pas-
sats allavan ser els mésfructifersdelasevavida. Per amés
referencies, podeu consultar Tabarroni (1971, p. 485-487).

25. El metge Malpighi i I’ astronom Giovanni Domeni-
co Cassini (Perpinya, 1625 - Paris, 1712) també formaven
part del’ Accademia Della Traccia. Cassini vaser professor
d astronomiaal’ Studio di Bologna del 1650 a 1669, quan
va marxar a Paris cridat per Colbert per dirigir el nou ob-
servatori real.

26. Defet, enel Circolo (1672) explicaque la quadra-
tura del cercle lavolia per descriure els equinoccis i solsti-
cisatravés del gnomone de S. Petronio.



epistolae tres, van ser publicades el 1692 a la Misce-
[lanea italica physico-mathematica a Bolonya. Prévia-
ment, Malpighi, e 1672, ja havia enviat a Oldenburg
aquesta carta, que va ser publicada en les Philosophi-
cal transactions (1672, VII, p. 5001-5002). Malgrat
I"incident, Mengoli, el 1677, va expressar una opinio
molt favorable de Malpighi: «Aquest és el més honrat
literat del mon, virtudsi humil.»*’

Després de la década de 1670, Mengoli ja no va
tornar a ser citat i sembla que les seves Ultimes obres
no van interessar a Europa. Encara que les seves
obres eren molt apreciades pel s matemati cs europeus,
sembla que vamorir aillat i ignorat.?

A través deles cartes editades fa pocs anys per Ba-
roncini i Cavazza (1986), podem saber quelcom més
sobre els pensaments de Mengoli en aquest darrer pe-
riode. D’ entre les cartes editades (seixanta-quatre), to-
tes de Mengoli, i de les quals no hi ha les respostes,
cinquanta-quatre estaven dirigides ala mateixa perso-
na, concretament a Antonio Magliabechi (1633-
1714), que era bibliotecari a Florénciai, en certa ma-
nera, e contacte entre Mengoli i € mon cientificitalia
del moment. Defet, eraun personatge molt influent de
I’época i molts estudiosos li enviaven les seves obres
perque els en donés I’ aprovacid. Aquestes cartes co-
mencen el 1674 i acaben el 1686, i formen part del se-
gon periode de la vida de Mengoli, fora d aquesta in-
vestigacio. En llegir-les, hom adverteix que Mengoali,
cap a final de la sevavida, se sentiamolt sol i €l ne-
guitejava e pensament que les seves obres no serien
[legides per ningu, sobretot amb referénciaal seu gran
projecte, Arithmetica realis, que és, segons ell mateix,
«un sistema complet de [ogica, de metafisica, i defisi-
cal..] Qui llegira aixd?», es preguntava Mengoli a
comencament de I’ Anno (Bolonya, 1675).

Durant quasi dos segles, el nom de Mengoli varo-
mandre ignorat. Els motius no acaben de quedar clars.
Es possible que la seva manera d’ escriure confusa i
enrevessada, i la seva notaci6 fessin dificil lalectura
delessevesobres. Enl'article «L’'“ oscuritd’ di Pietro
Mengoli e i suoi difficili rapporti con i contempora-
nei», Cavazza assenyala que larad del seu aillament
no es trobava ni en I’ obscuritat linglistica de les se-
vesobres, ni enlaincomprensibilitat delstemesi dels
conceptes, sind en una incompatibilitat ideoldgica de
fons. Remarca Cavazza tres punts. I'interés per |'as-
trologia, la concepcid auxiliar delaciénciai lateolo-
gia matematica (Mengoli tenia el proposit de servir-
se dels seus coneixements mecanics, astronomics,
matematics per explicar el model del mon revelat ala
Biblia). En I'’Anno, deia (Mengoli, 1673, «Protesta
delle autore», sense numeracio):

L’ algebritzaci6 de les matematiques

En aquest meu Anno, No SUposo res més, sind que
laTerraestafetaprimer queel Sal, i quetotselsaltres
cossos del moén: en consequiencial...]: quelaTerraés
immobil, que e mon gira, que el Sol esmou [...].

| Cavazza conclou dient: «I’aillament de Mengoli
i laincomprensié d'aquells que I’ envoltaven pot ser
explicat pel rol objectiu d’enemic de la necessitat vi-
tal d’autonomia de la ciéncia moderna en el dificil
ambient creat per la contrareforma, en els seus Ultims
anys de vida» (Cavazza, 1979/1980, p. 78).

Malgrat aquesta opinid, sembla una reditat que
molts matematics de I’ épocano van llegir la sevaobra
acausa de lamanerad escriure enrevessadai poc cla-
ra. Defet, Mengoli vaelaborar un llenguatge algebraic
propi, on lanotacio, amesuraque s avangava, S anava
complicant. A més, €l cami que empren per introduir
|’ dlgebraalageometria no coincideix amb les tenden-
cies del moment. També pogueren gjudar-hi factors
externs, com que durant la segona meitat del 1600, a
Bolonya hi havia una cris cultural molt important, i
elscientificsamb mésrenom se’' n van anar (per exem-
ple, Cassini a Parisi Montanari a Padua® Els centres
connectats amb els ambients europeus estaven limitats
als florentins, a voltant de la cort dels Medici, i dels
romans lligats alacdria, perd cap aBolonya.

Un atre factor que podria ajudar aexplicar I’ oblit
en que va caure |’ obra de Mengoli és el nou cami de
recerca que va emprendre Mengoli a partir del 1660.
Desprésdel Circolo, queli haviade permetre esbrinar
lesregles de solsticisi equinoccis, no va escriure més
obres de matematica pura, sind obres relacionades
amb la cronologia i la cosmologia biblica i que, a
meés, segons sembla no estaven d’ acord amb el pensa-
ment filosofic del’ época. Potser no hi haunasolares-
posta, sind una conjuncié de tots aquests arguments.

Al nostre entendre, calen noves recerques d’ apro-
fundiment sobre les obres d’ aquest autor, afi d'ace-
bar de situar I’ obrade Mengoli dinsla historia de les
matematiques en €l lloc que es mereix i, alhora, acla-
rir la incidencia d’' aguesta obra en el pensament del
segle xvII.

4. Llenguatge algebraic de Mengoli

El 1655, Mengoli escrivia en vers una obratitula-
da Via regia ad mathematicas per arithmeticam, al-
gebram speciosam, & planimetriam, ornata maiesta-
tae serenissimae D. Christinae reginae suecorum
(Bolonya, 1655), dedicada a lareina Cristina de Sue-
cia, on li explicava una «via reial» per entendre les

27. Per a més referéncies, es pot consultar Cavazza
(1979/1980, p. 58, nota 7, i p. 59, nota 8) i Baroncini i Ca-
vazza (1986, p. 37).

28. Es pot consultar Gregory (1939, p. 179-186-203-
231-232-236).

29. Sobre aquest tema, es pot consultar Pepe (1981, p.
56-101).
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matematiques (vegeu la figura 3). En aguesta, Men-
goli dividiales matematiques en tres parts: |’ aritméti-
ca, on explicavales operacions amb elsnombres; I’ a-
gebra especiosa, on mostrava com utilitzar les lletres
per resoldre equacions, i laplanimetria, on tractavade
figures planesi les seves propietats. Mengoli assumia
I’algebra com una part de les matematiques junta-
ment amb I’ aritmeética i la geometria. Encara que en
I’ obra no definia aquests termes, si que explicava €
terme algebra especiosa i en remarcava la utilitat.

© British Library. British Museum (Londres).

Ficura 3. Portadadel’ obraViaregia ad mathematicas per
arithmeticam, algebram speciosam, & planimetriam, ornata
maiestatae serenissimae D. Christinae reginae suecorum.

Aquesta actitud cap al’ algebra difereix profunda-
ment de la del seu mestre Cavalieri i de la d atres
com Evangelista Torricelli (1608-1647), els quals, en
els seus escrits, exclouen deliberadament els calculs
algebraics.* Al comencament de la segonapart dela
Via regia, dedicada a I’ algebra especiosa, Mengoli
la descriviacom un art d’ aguesta manera:

Sobre la utilitat de I’ lgebra especiosa.

Unasolaentreles matematiques s’ anomenara al-
gebra especiosa, un art en el qual ress amagaa que
investiga. Si preguntes «si és 0 no és», consisteix a
respondre la veritat; si preguntes «quant és», aquest
art ho fa prou satisfactoriament, ja que als nombres
generics [aquest art] els proporciona maneres aptes
per fer i per provar les coses fetesi dites. Aixi, ésa
saber, que hi intervindran dos tipus de nombres ge-
nerals, aquells que busques [incognites] i aquells
que pots donar [dades] arbitrariament.®

En aguest punt del desenvolupament del seu pen-
sament, Mengoli considerava I’ algebra sobretot com
un art per demostrar resultats ja coneguts meés que un
metode per obtenir-ne de nous. En els seus escrits
posteriors, com veurem, tindra una visié més extensa
de I’algebra, i I'emprara per fer noves provesi obte-
nir nous resultats.

A laViaregia, Mengoli, igual que Viéte, denota-
vaque representaria els nombres amb lletresi, amés,
presentava |’algebra com un llenguatge, comparant
metaforicament lesfigures|lingistiques amb lesfigu-
res algebraiques. Aixi, les consonants representaven
dades; lesvocals, incognites; les sil{abes, expressions
algebraiques d’'una sola lletra; els signes de puntua-
Cio, les regles d’addicio, substraccio, etc.; les parau-
les, expressions algebraiques de més d’unalletra; els
textos, igualtats, els versos, equacions. Finalment,
donavaunaclassificacio deles equacionsfins atercer
grau segons €l grau i els signes. Mengoli no posava
cap exemple, ni amb lletres ni amb nombres, d' a
guestes comparacions.

L’ objectiu de Mengoli en introduir aguestes com-
paracions metaforiques era evidentment didactic, per
fer entendre les matematiques a la reina Cristina de
Suéciaatravés d’ un «cami reial», segons laseva pro-

30. De fet, Cavdlieri, a |’Exercitatione quarta (1647,
p. 243-245) escrivia: «A partir d’ aguestes demostracions, el
lector no ignorant d’ aquestes multiplicacions algebraiques
comprendra que aguesta via (algebraica) és molt més facil
que I euclidiana, que té una estructura més llarga a la pro-
posicio 171 18.» Tanmateix, Cavalieri no vautilitzar aques-
ta via algebraica. També, a Anglaterra, Thomas Hobbes
(1588-1679), en laseva Examinatio et emendatio mathema-
ticae hodiernae (1660), condemnava emfaticament la nova
algebra. En lasevaopinio, lageometriai la seva subordina-
da aritmética eren ciéncies, mentre que I’ algebra, que con-
templava essencialment com un raonament simbolic, eraun
art capag d’ expressar eficientment i rapidament les inven-

cions de la geometria, perd no una ciencia. Isaac Barrow
(1630-1677), que també s oposava a |' dgebra, considerava
|"aritmética com una part de lageometria, lageometrial’ ani-
cacienciaveritablei I’ dgebratinicament unaeinalogica. So-
bre aquest tema, es pot consultar Pycior (1997, p. 135-166) i
Massa (2001, p. 709-711).

31. «Una, mathematicas inter, speciosa vocatur age-
bra: quaerenti qua nihil arte latet. Sive rogas, utrum sic, vel
non, dicere verum est; sive rogas, quantum est: arsfacit ista
satis. Ut pote quae numeris generalibusinstruit aptos, ad fa-
cere, ad facta, & dicta probare, modos. Scilicet intererit ge-
nerais uterque fuisse; quem-quaeris numerus, quem-dare
cungue potes» (Mengoli, 1655, p. 19).



pia expressiO. La seva originditat rau precisament a
descriure explicitament I’ gebra com un llenguat-
ge, més gque en cap contribucié novaalaformacié del
[lenguatge simboalic. Les sevesidees sobre aquest llen-
guatge simbodlic s entendran millor en les seves obres
posteriors, on desenvolupara €l llenguatge algebraic
de Viéte per obtenir nous resultats.

El 1659, Mengoli va publicar Geometriae specio-
sae elementa, obra de 472 pagines de matematica
pura. Esta composta de sis capitols que ell anomena
elements i d’'una introduccid titulada «Lectori ele-
mentario», on s explicava cadascun dels capitol s per
separat. En aquesta obra, |’ algebra va esdevenir una
part essencial. El titol ja suggereix €l desenvolupa-
ment de |’ algebra especiosa que Mengoli anomena
geometria especiosa; utilitzant el llenguatge simbo-
lic de Viete, Mengoli va crear noves eines algebrai-
ques a fi de determinar les seves quadratures. Sense
voler-ho, Mengoli va contribuir acrear unapart dela
nova branca de les matematiques, que estava emer-
gint en aguell moment gracies ales obres de Descar-
tesi Fermat.

En e primer capitol d’'aquesta obra, titulat «De
potestatibus, a radice binomia et residua», Mengoli
donava les deu primeres poténcies d’un binomi, ex-
pressades en lletres, tant pel que faala sumacom pel
que fa a la diferéncia, i explicitava que era possible
estendre aguest resultat a poténcies meés grans. El se-
gon, titulat «De innumerabilibus numerosis progres-
sionibus», conté calculs de nombroses sumes de
potencies i productes de poténcies amb una notacio
propia, aixi com demostracions d’ algunes identitats.
En €l tercer, que té com atitol «De quasi proportioni-
bus», apartir de la definicié del's conceptes «rad qua-
s nulla», «rad quasi infinita», «rad quasi laigualtat»
i «rad quasi un nombre», desenvolupava unateoriade
quasi proporcions, basant-se en la teoria de propor-
cions del llibre v d’'Euclides. En € quart capitol, ba-
sant-setambé en €l llibre v d’ Euclides, elaborava una
completa teoria de proporcions logaritmiques. En €l
cinqué, construia el logaritme d’ unarad amb lateoria
anterior i demostrava les seves propietats. Finalment,
en el sisg, calculavales quadratures de corbes desen-
volupant I'algebra de Viéte a través d'unes taules
triangulars i la teoria de quasi proporcions (vegeu la
figura 4).

L’ algebritzaci6 de les matematiques

© Bodleian Library. Oxford University (Oxford).

Ficura 4. Portadadel’ obra
Geometriae speciosae elementa.

Les principal s fonts algebraiques de Mengoli van
ser €ls textos de Viéte, de Pierre Hérigone® (1580-
1643) i de Jean Beaugrand® (1595-1640), com es pot
deduir dels seus propis comentaris a comencament
del llibre:

D’ atrabanda, com Francois Vietei atresanalis-
tes[...]. A aguests simbols que Viéte, Hérigone, Be-
augrand [...]*

En € llibre segon dels sis volums de I’ enciclopé-
dia Cursus mathematicus (1634-1642-1644), Hérigo-
ne haviainclds un tractat de 296 pagines, titulat Alge-
bra, que estava compost de 20 capitols, i quetractava
d'equacionsi deles seves solucions, utilitzant e [len-

32. Cal remarcar que Hérigone va distingir entre alge-
bra vulgar, que tracta de nombres, i algebra especiosa, que
tracta d’espécies. Va definir I’algebra aixi: «La doctrina
andlitica o I’algebra és I’ art de trobar la incognita prenent-
lacom si fos coneguda, i trobant laigualtat entre aquesta i
les magnituds donades.» També definial’ a gebra especiosa
aixi: «Pero |’ dlgebra especiosa no esta pas limitada a algun
genere de problema, i no és pas menys Util ainventar tot ti-
pus de teoremes que a trobar les solucions i demostracions
dels problemes» Hérigone (1644, 11, p. 1).

33. Beaugrand era també matematic; el 1635 va ro-
mandre un any senser altaliai vavisitar Cavalieri a Bolo-
nya. Va publicar unaversio de In artem analyticem isago-
ge, que era de fet € treball de Viete estes amb alguns
escolisi un compendi matematic. Trobareu més referencies
aCifoletti (1990, p. 114-128).

34. «Porré cum Francisco Viettae alijsque placuerit
analystis [...]», «Quibus characteribus a Vietta, Herigonio,
Beaugrand [...]» (Mengoli, 1659, p. 11-12).
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guatge algebraic. Aquest text esta clarament inspirat
en |’ obrade Vieéte, encaraque Hérigone utilitzavauna
presentacid i notacié molt diferents.®

Mengoli no vacitar Descartes com afont; tampoc
el tractament dels simbolsalgebraicsal llarg del llibre
fan pensar que I’ hagi legit.*® Pel que faa Fermat, cal
remarcar que els seus manuscrits i cartes circulaven
entre els matematics parisencs i van arribar a ltdliaa
través de Beaugrand i Marin Mersenne (1588-1648).
Es possible que Mengoli conegués els resultats de
Fermat. Torricelli, Matteo Ricci (1552-1610) i Cava-
lieri, certament, si que els coneixien. Podria també
haver conegut e métode de maxim i minim de Fer-
mat, que va ser publicat en el llibre sise del Cursus
mathematicus d’ Hérigone. Encara que Mengoli no ci-
tés Fermat com a font per a la seva Geometriae, la
lectura del métode de Fermat en Hérigone, o en €els
Seus manuscrits, podria haver inspirat aguesta obra.

4.1. Notacié de Mengoli

Unadelesdificultats per poder entendre |’ obrade
Mengoli éslanotacio, que és original i es vacompli-
cant al llarg del Ilibre.¥” Després de les definicions, en
unapaginaapart i asota el titol «Explicationes qua-
rundam notarum» (vegeu lafigura5), Mengoli expli-
cavales notacions basiques que utilitzariaa Ilarg del
llibre.*® Comencavaamb I’ addicio, que representaamb
una creu; la substraccio, amb una linia;® laigualtat,
amb dos punts; larad, amb punt i coma, i laigualtat en-
tre raons, utilitzant els puntsi comes com asignes de
radi elsdos punts com asigneigual entre raons.*’ Per
exemple, escrivia

«@;r:a2;ar»perrepresentar a:r = a’: ar.

Representava la poténcia d’ una rad amb la paraula
triplicata, duplicata, etc., segonsconvingues, i escrivia

«a3;r3:triplicataa; r»" per representar a®: r*= (a:r)>.

Mengoli també anomenatotes leslletresi expres-
sions algebraiques que va emprar en la seva andlisi.

Hi ha certes diferéncies entre lanotacié mengolia-
nai les de Viéte, Descartes i Hérigone. Per exemple,
laigualtat |a representava per dos punts, mentre que
Viéte utilitzavaunaabreviacio dela paraulaaequalis,
Descartes escrivia el simbol o i Hérigone 2/2. Per
multiplicar, Viéte empravalaparaulain, mentre que
Mengoli, Descartes i Hérigone escrivien una lletra
al costat de I'altra. Mengoli utilitzava un punt i
coma per expressar larad entre dues quantitats, Vie-
te empraval’ expressio ad, Descartesai Hérigone el
simbol =.

© Bodleian Library. Oxford University (Oxford).

Ficura 5. «Explicationes quarundam notarum»»
de la Geometriae.

35. Sobre Hérigone, podeu consultar Massa (en
premsa).

36. D’acord amb Luigi Pepe, La géométrie de Descar-
tes no va tenir una gran difusié a ltalia. Pepe remarca que
n'ha trobat dues referencies, una a Giannantonio Rocca
(1607-1659), deixeble del collegi jesuita de Parma, que te-
nia una traduccio6 de I’ obra de Descartes. Mengoli comenta
que vol quadrar figures com a resposta a una pregunta pro-
posada per Rocca: és I'Unica associacio trobada. Vegeu
Pepe (1982, p. 263) i Mengoli (1659, p. 348).

37. L’article de Vacca (1915, p. 617-20) ja va subrat-
Ilar i explicar I’ originalitat de la notacié de Mengoli.

38. EnI’element primer fa una excepcid i després de

les definicions no dona els teoremes, sind que abans dona
un full amb I’ explicacio de les notacions.

39. Elssignes+i—semblaque eren els Gnics acceptats
unanimament i havien sigut introduits per |’ escola alema-
nyael segle anterior. Encara que Mengoli deia que utilitzava
els mateixos simbols que Viéte, €l signeigual no coincidia:
Viéte feia servir un abreujament de la paraula aequalis. Es
pot consultar Viete (1970, p. 5).

40. Com fanotar Cgjori (1928, p. 289), aquesta va ser
una notaci6 esporadica.

41. Primer dénalanotacidi després, en el teorema3 de
I’ «Elementum primums, demostra que la notacié represen-
tala potencia (Mengoli, 1659, p. 10).



A I'hora de representar les quantitats amb sim-
bols, Mengoli no distingia entre vocals i consonants,
les quals podien representar dades, incognites o va-
riables. Emprava lletres majuscules i minGscules; en
general, les mindscules representaven dades i les ma-
juscules variables. Els noms de les lletres i les ex-
pressions que emprava eren nous. En alguns casos,
aquests noms eren els mateixos que utilitzava Viéte,
tals com la paraula radix (la primera poténcia); d'al-
tres eren creacions originas de Mengoli i els posa
noms com ara triprimam (23 r), unisextam (a r®) i
d'altres. Per representar poténcies, Viéte va retenir
les paraules A quadratus, A cubus... Descartes escri-
via els exponents com els escrivim avui, amb una ex-
cepcio: escriviaxx per representar el quadrat. En can-
Vi, Mengoli escriviaels exponents en €l costat dret de
lalletra, x2, com feia Hérigone.

Cal recordar que, en el segle xvii, no hi havia cri-
teris unificats pel que fa a les diferents aternatives
simboliques.”

4.2. Einesalgebraiques

En les definicions, Mengoali fixa les lletres amb
les quals representaria les quantitats. A la definicio
quartavaintroduir larationalis o unitat u:

4, La quantitat, des de la qual una progressio
continuament proporciona és ordenada en infinit,
s anomenara racional (rationalis) i es representara
amb lalletrau.®

Aqui, Mengoli vavoler deixar clar que considera-
va nombres en proporcié continua indefinidament a
partir de launitat. Al llarg de I’ «Elementum tertium»
Mengoli es va referir a aquesta quantitat, que repre-
sentavaamb lalletrau, com launitat. Quan utilitzava
agquesta definici6 en les demostracions, Mengoli es-
crivia

u:a-a:a’=a:a°= ..

Mengoli, en |'«Elementum secundum»», va in-
ventar unamanerad’ escriure i de calcular les sumes
finites de potencies i de productes de potéencies. No
vaescriure les sumes de poténcies donant valors o bé
escrivint els nombres amb els signes + i punts sus-
pensius, sind que va representar els nombres amb
lletres. D’ aquesta manera, va crear una construccio
original i avantatjosa que li permetés calcular aques-

L’ algebritzaci6 de les matematiques

tes sumes, que considerava expressions algebraiques
noves.

Vaconsiderar un nombre qualseval, o tota, repre-
sentat per lalletrat, i el vadividir en dues parts: «a»
(abscissa) | «r =t —a» (residu):

Les parts de tota S 'anomenaran part separada
[abscissa) i part restant [residual, i la part separada
esrepresentaraamb lalletraai larestant amb lalle-
trar.®

A continuacié, va considerar totaigual a2, 3..., i
vaposar exemplesfinsa10. Esadir,sités2, aés1i
résl. Sités3,apotésserl1o?2illavorsrés201,
respectivament. Sit és4, apot ésser 1,20 3, i llavors
r és 3, 2 0 1, respectivament, i aixi indefinidament.
Tambévacalcular elsquadratsi elscubsdea, elspro-
ductesdeair, delsquadratsdeai r, etc. Per exemple,
sités3, lasumavaldra3, jaqueéslasumad 1li 2. Si
tés4, lasumavadra6, jaqueéslasumad’'l, 2i 3, etc.
Vaescriure O.a per expressar lessumesdesdea= 1
finsaa=t-1:

a=t-1

O.a= 21 a

Mengoli va ordenar totes aquestes sumes de po-
ténciesi productes de poténcies en una taula triangu-
lar que va anomenar taula dels simbols (tabula spe-
ciosa):

o.u.
0O.aO0ur.
O.a%0.ar O.r%
0.a°0.a% O.ar?O.ré.
Tabula speciosa

Elstermes d’' aguesta taula son sumatoris del tipus

Ou=(t-1)

Oa=1+2+3+..+(t—1)
Or=(t-1D+({t-2)+(t-3)+..+1
0.2°=1°+2°+ 3+ ...+ (t-1)?
Oar=1-(t—-1)+2-(t-2)+3-(t—-3)+..+(t—1)-1

Mengoli va combinar aquesta taula de simbols
amb la taula dels nombres combinatoris per obtenir
una nova taula. Llavors va utilitzar les noves rela-
cions entre els termes d’ aguestes taules per calcu-
lar els sumatoris de potencies d’ enters positius i de
productes de potencies d’ enters positius indefinida-

42. Tobareu més referencies sobre aquest tema a A.
Malet i J. Paradis (1984, p. 159-176).

43. «4. Quantitas, unde progressio continué proportio-
nalium, ordinatur in infinitum, dicetur, rationalis. & signifi-
cabitur, charactere u» (Mengoli, 1659, p. 4).

44. «Et partestotae, dicentur, abscissa& residua: & sig-
nificabitur abscissa, charactere a; & residua, r» (Mengoli,
1659, p. 21).
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ment.”® Concretament, en el teorema 22 de I’ «Ele-
mentum secundum», va provar:

a=t-1
(m+n+]_).(mr:n). Z am.(t_a)n:tm+n+1_P(ts)46
a=1

Aqui P(t% ésun polinomi amb variable t de grau
més petit o igual que m + n, amb coeficients del ma-
teix tipus que els «<nombres de Bernoulli», depenent
dels nombres combinatoris.

Les taules triangulars sbn una eina algebraica
molt emprada per Mengoli. En I'«Elementum pri-
mum» els elements de la taula eren nombres, repre-
sentats per |letres, que multiplicant-los pels nombres
combinatoris|i permetien calcular els sumands (a™r")
gue formen el desenvolupament d’ una potencia natu-
ral d’un binomi qualsevol. En I’ <kElementum secun-
dum» els elements de la taula eren sumatoris de
poténciesi de productes de poténcies (O. a™ r"). Més
endavant, com veurem, en |’ «Elementum sextumy»,
els elements de la taula representen figures entre
(0,2), determinades per corbes d equacions actual-
ment expressadescomy = K - x™- (t—x)". L’ origina-
litat de Mengoli radicano en ladefinicio delestaules
triangulars, sind en e seu tractament. D’ una banda,
Mengoli va utilitzar I’ dgebra de Viete per crear unes
taules amb sumatoris i, d’altra banda, va emprar les
relacions entre les sumes i els nombres combinatoris
del triangle aritmétic per demostrar un dels resultats
importantsdel seullibre, I’ expressio delasumadeles
(m+ n) poténciesdet — 1 enters, en el teorema 22 de
I’ «Elementum secundum.

Una altra contribuci6 original de Mengoli va ser
lajustificacio i I'Us de lanoci6 de variable en |’ «Ele-
mentum tertium». La sevaidea era que les lletres po-
dien representar no Unicament nombres o incognites,
sind també variables: és a dir, quantitats indetermina-
des, pero determinables. Per exemple, els sumatoris
eren quantitatsindeterminades, pero podien ser deter-

minades quan el valor de t fos conegut. Per aclarir
aquestaidea, Mengoli explicava

Quan escric O.a, després del capitol precedent
tinc immediatament «el sumatori (la massa) de totes
les abscisses». Perd quin valor té aquest sumatori, en-
carano ho saps, s no escrius de quin nombre ésel su-
matori. Pero ho saps s assignes que O.a és el suma-
tori del nombre t. | daguesta manera no saps quant
és, s a mateix temps no assignes quin és el valor de
la lletra t. Perd quan et permeti que fixis un valor
quasevol per alalletrat, i tu, utilitzant aquest per-
mis, diguisqueval 5, al’instant certament assignaras
que O.ava 10, quet? val 25, quet®val 125i que O.r
va 10, i si leslletrest son determinades, les quantitats
O.a, O, t? t* seran determinades. Per la qual cosa,
abans que tu hagis utilitzat el permis donat, tenies
certament O.a, O.r, t?, t3, quantitats [que son] deter-
minables, perd [quantitats] indeterminades.”

Mengoli vaaplicar aquestaideade variable d cal-
cul de «quasi raons» d’ aquests sumatoris. Larad en-
tre sumatoris és també indeterminada, pero és deter-
minable augmentant el valor de t. Efectivament, la
rad no arribaa aquest valor, € qual pot ser interpretat
com el valor actual; en canvi, tendeix aaguest valor a
mesura que t augmenta. Es en agquest sentit que Men-
goli va entendre I’ expressio «rad indeterminada de-
terminable». Mengoli va seguir donant exemples per
aclarir la noci6 de rad «quasi un nombre». A partir
d aguestaidea, va construir lateoria de quasi propor-
cions que, com veurem, va ser essencial en el seu me-
tode de quadratures.

5. Quadratures algebraiques de Mengoli
Mengoli va desenvolupar la seva andlisi algebrai-

caen |’ «Elementum sextum» titulat «De innumerabi-
libus quadraturis». Aqui va calcular amb el seu nou

45. Defet, laférmula de la suma de potencies no era
nova. El primer reconeixement d’ aquesta com unaregla ge-
neral va ser aparentment fet per Fermat el 1636, que va
anunciar que havia solucionat «el que és potser €l problema
més bonic de tota |’ aritmetica» (Fermat, 1891-1922, p. 69),
ésadir, donadaunaprogressio aritmetica, trobar lasumade
qualsevol poténcia dels elements de la progressié. Fermat
va establir les regles, perd no va donar ni laférmulani la
demostracio. Roberval, Wallisi Pascal també van expressar
aquests sumatoris per a les primeres poténciesi en van de-
duir el valor quan el nombre de termes augmenta indefini-
dament. Roberval va escriure aquests resultats fins al grau
4, Wallis no va passar de la potéencia sisenai Pascal només
fins alatercera. Podeu consultar els cdlculs de Roberval a
Auger (1962, p. 19) i Walker (1986, p. 171); sobre Wallis,
podeu veure Wallis (1972, p. 384) i Scott (1981, p. 34), i so-
bre Pascal podeu veure Bosmans (1924, p. 36-41), Boyer
(1943, p. 239-241) i Pasca (1954, p. 166-171). Més tard,
Johan Bernoulli (1654-1705), en la seva Ars conjectandi

(1713), vadeduir i escriurelaférmulageneral sobre labase
de les regles dels nombres poligonals. Vegeu el tercer vo-
lum aBernoulli (1975, p. 164-168).

46. Defet, Mengoli no vaescriure unaférmulageneral
amb m i n, pero va calcular trenta-sis sumatoris. Sobre
aguests calculs, podeu consultar Massa (1997, p. 266-268).

47. «Cum scriptero O.a, statim ex praecedenti capite
habes massam ex omnibus abscissis: sed quota sit haec
massa, nondum habes, nisi scriptero, cuius numeri sit mas-
sa. Quod s assignavero O.a, numeri t massam esse; heque
sic habes, quota sit, nisi simul assignavero, quotus est nu-
merus, valor litterae t [...] Cum vero licentiam dedero, ut
quotum quemque litterae t valorem taxes; tuque huiusmodi
usus licentia dixeris, t valere quinario: statim profecto as-
signabis & O.a, valere 10; & t?valere 25; & t3, valere 125;
& O.r, valere 10; & determinatae litterae t, determinatas
esse quantitates O.a, O.r, t? t*.Quare data licentia ante-
quam usus fueris, habebas profecto O.a, O.r, t?, t3, quanti-
tatesindeterminatas determinabiles» (Mengoli, 1659, p. 61).



meétode les quadratures de les corbes planes, en I'in-
terval (O,t), determinades per equacions actualment
expressadesper y = K - x™- (t—x)".

En uns calculs preliminars, en la carta dedicatoria
a Cassini, Mengoli va obtenir els valors de les qua-
dratures d’ aguestes corbes emprant el métode delsin-
divisibles de Cavalieri. A més, remarcava que ja les
havia calculat dotze anys abans (1647) i enunciava
vint-i-cinc resultats. Tot seguit, reconeixia que no ha-
via publicat aguesta investigacié a causa dels atacs
que haviarebut aguest métode:

Mentrestant, vaig deixar de banda aquest afegit
gue haviafet ala geometria dels indivisibles, tenint
por de |’ autoritat d’ aquells que jutgen falsa la hipo-
tesi que lainfinitud de totes les rectes d'una figura
plana sigui una figura plana; ho vaig deixar no per-
que jo fos d’ aquesta opini6, sind que la vaig esqui-
var perque latrobava dubtosai vaig intentar, s m'e-
ra possible, d’ establir fonaments nous i segurs pel
mateix métode dels indivisibles o per uns altres me-
todes nous que fossin equivalents.®

Mengoli creiaque el métode delsindivisibles del
seu mestre no teniabases solidesi, per aixo, voliaes-
tablir fonaments solids en el seu nou métode, per
quadrar tant les corbes abans esmentades com cor-
bes novesi, especialment, el cercle. Mengoli va vo-
ler que quedés clar des d’'un comencament la seva
aplicacio de I’algebra a la geometria i va explicar
acuradament laidentificacio de les figures que volia
guadrar amb les expressions algebraiques que utilit-
zava per representar-les, sense fer gairebé cap di-
buix. Amb aquest objectiu, va descriure el seu propi
sistema de coordenades; tot seguit, vaidentificar les
figures geomeétriques amb les expressions algebrai-
ques i, finalment, va emprar les taules triangulars
d’ aquestes expressions i la teoria de quasi propor-
cions per calcular el valor de les quadratures d a-
guestes figures.

L’ algebritzaci6 de les matematiques
5.1. Sstema de coordenades

Mengoli va donar el seu propi sistema de coorde-
nades, definint |’ abscissai I’ ordenadai descrivint in-
dividualment les ordenades de les figures a través de
les abscisses en uninterval . Proposaun segment deli-
niarecta qualsevol, amb el nom deracional (rationa-
le), o bétota, que representaamb lalletrat (de vega-
desamb lalletrau, si val 1):

3. | sigui donada una posici6, alaqua sel’ano-
mena base.®® 4. | a un dels punts de I’ extrem [de |la
base] se I'anomena fi de les abscisses [origen de
labase]. 6. | alaquantitat que [va] des de qualsevol
punt de labase finsalafi deles abscisses, en lame-
sura que és estesa la mateixa base, se I’anomena
abscissa [a].%°

Va definir i utilitzar la paraula abscissa com la
nostra x, perd dins d' un segment donat t o u. Mengo-
li sempre treballava dins d’una base finita on I’ abs-
cissa és representada per lalletraai el residu ést—a
0béu—asegonssigui labaseun valor donatt o béla
unitat u. La paraula abscissa ja havia aparegut en al-
guns textos de Fermat el 1644, de Torricelli el 1646,
de Cavalieri €l 1647 i també del P. Stefano Degli An-
geli (1623-1697) el 1659, perd mai no havia estat de-
finida ni utilitzada com ho fem actualment.>* En con-
cret, Mengoli consideravalabase AR:

A B R

On A éslafi deles abscisses, R éslafi delsresi-
dus, AB és|’abscissai BR ésel residu.

Pel que fa al’ordenada, Mengoli utilitza aquesta
paraula en lloc de la paraula applicata que s utilitza-
va comunament en aquella época, i I’empra com ho
fem ara.®? Definia les ordenades per a cada valor de
|" abscissa de la base, perd no anomena mai laparaula
corba.>® Primer explicava com tracaria les ordenades
de figures conegudes, com ara un quadrat o un trian-

48. «lpsam interim accessionem, quam geometriae in-
divisibilium feceram, praeterivi: veritus eorum authorite-
tem, qui falsum putant suppositum, omnes rectas figurae
planae infinitas, ipsam esse figuram planam: non quasi hanc
sequens partem; sed illam quasi non prorsus indubiam devi-
tans: tentandi animo, si possem demum eamdem indivisibi-
lium methodum, aut aliam equivaentem novis, & indubijs
prorsus constituere fundamentis» (Mengoli, 1659, p. 364).

49. Els nombres que apareixen a comengament son
els nombres d ordre de les definicions de Mengoli.

50. «3. Sitque data positione; quae dicetur, basis. 4.
Eiusgue alterum extremorum punctorum, dicetur, finis abs-
cissarum. 5. Alterum, finisresiduarum. 6. Et ab unoquogque
puncto in basi sumpto, usque ad finem abscissarum, quate-
nus ipsabasis extenditur, quantitas dicetur abscissa» (Men-
goli, 1659, p. 367).

51. Laparaula abscissa apareix a Fermat (1891-1922,

p. 195), Torricelli (1919, 11, p. 366), Cavalieri (1647, p.
858-859) i Angeli (1659, p. 175-179). La paraulaque s uti-
litza també amb el mateix sentit és diametre.

52. Descartes defineix les ordenades com «celles qui
s appliquen par ordre» (Descartes, 1954, p. 67). Aqui hi ha
una nota que diu: «L’equivalent de ordination aplication
era utilitzat en el segle xv traduint Apolonius.» La nota
també cita que el Diccionari matematic d'Hutton (1796)
déna aplicada com la paraula corresponent a |’ ordenada i
diu que també s utilitza ordenada aplicada. De fet, Fermat
i Cavalieri utilitzen applicata. Mengoli, en el Circolo, les
anomena ordinatamente applicate.

53. Sembla que Fermat donava un sistema de coorde-
nades similar per definir les corbes, pero la seva ordenada
no era sempre perpendicular i, en aquests casos, donava
I"angle que formava amb I'eix d abscisses (Mahoney,
1971-1991, p. 568).
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gle, apartir dela seva construccid sobre cada punt de
la base:™

10. Sobre una base és descrit un quadrat, i su-
poso que des d’ un qualsevol dels punts de la base és
tragada una recta fins a costat oposat, mantenint-la
sempre parallela als costats del quadrat, la qual és
anomenada ordenada en el quadrat.®

En el cas de les figures mixtilinies (figures deter-
minades per rectes i corbes), Mengoli no va definir
les ordenades mitjancant laseva construccio, siné que
va explicar que eren iguals a les abscisses 0 a les
potencies de les abscisses i les va anomenar ordena-
des en forma. De fet, laigualtat entre les ordenadesi
les potencies de les abscisses era expressada mit-
jancant una proporcio:

(L:y)=(@2:x"

5.2. Lesexpressions algebraiques
de les figures geométriques

Mengoli va definir les figures que volia quadrar
«esteses per |es seves ordenades», les anomena for-
mes i les representa per |’ expressio FO. Mai no va
mencionar la paraula corba, sin6 que vaparlar de fi-
gura o forma, paraula que prové dels segles ante-
riors i s'identificava amb la mesura de la qualitat
d’ una quantitat. Aquesta paraula apareixia, entre al-
tres llocs, a I'obra de Nicolau d Oresme (1323-
1382) que duu per titol Tractatus de latitudinibus
formarum (1346). Una «forma» era qualsevol quan-
titat o qualitat variable en la naturalesa. Laintensi-
tat o latitud era mesurada verticalment sobre una li-
nia base que mesurava la longitud, i la quantitat es
mesurava per |’area de la figura descrita (Clagett,
1968; Lindberg, 1978, p. 231-241, i Crombie, 1980,
p. 82-95).

Mengoli va comencar amb figures conegudes,
com arael quadrat, desprésva considerar elstriangles
i finalment les «formes» esteses per ordenades qual-
sevolsdel tipusy = X™ - (t—x)™

12. | & quadrat estés per les seves «ordenades»
ésanomenat forma de totselsracionalsi forma de to-
teslestotes, i ésrepresentat amb els caracters FO. u.
i FO.t.%®

Definia el triangle com a «forma de totes les abs-
cisses» i € representava amb el caracter FO.a. Les
paraboles eren la «forma de totes |es abscisses sego-
nes», la «forma de totes les [abscisses pels residus]
uniprimes», i la «forma de tots els residus segons»;
els representava amb els caracters FO. a2, FO. ar.,
FO.r2[y=x,y=x-(1-x,y=(1-%73.l,enge
neral, definialaformaestesa per aqualsevol ordenada:

23. |, generditzant, si sobre la base es forma
una figura, estesa no solament per «ordenades en el
quadrat», en la qual una ordenada qualsevol és con-
siderada com algun element dels de la taula propor-
cional [a™(t —a)" essent a |’ abscissal, [aguesta figu-
ra] és anomenada forma de tots tals proporcionalsi
és representada amb els caracters pertinents; per
exemple, «forma de totes les abscisses terceres»,
FO. &%, «forma de tots els [productes de | es abscis-
ses segones pel residu] biprimers», FO. @ (t —a).”

Pel quefaalarepresentacio graficad’ aquestesfigu-
res, només dibuixavaun eix horitzontal com abase, que
anomena racional, no dibuixava eix vertical i sempre
dibuixavales ordenades com arectes perpendiculars a
la base. Tanmateix, Mengoli feia molt pocs dibuixos
en laGeometriae, i en el Circolo no en vafer cap.

Després de definir les figures o formes, les ordena
en taules triangulars. Les taules triangulars eren una
eina molt utilitzada per Mengoli dins els Elementa,
com jahem explicat. Mengoli utilitza aquestes taules
per donar les propietats de les figures, agrupant-les
segons el seu grau i segons la seva posicio en elles.
Mengoli dona nimero d’ ordre alesfiles de les taules
triangulars; aixi, el vértex no tenianlimero d’ ordre, la
filagueteniadostermesdegrau 1 eralaprimera, lafila
gue en teniatres de grau 2 erala segona, €tc.

Mengoli explica que quan aquestes formes cons-
truides sobre una base de mida 1 (d’' ara en endavant
anomenarem també formes alesfigures geomeétriques
gue voliaquadrar) estiguessin col{ocades com elster-
mes d’'una taula, en formarien una que ell anomena
tabula formosa, ‘taula de les formes', on apareixien
les formes sense cap coeficient:

FO. u.
FO.a. FO.r.
FO.a% FO.ar. FO.r?
FO.&. FO.a. FO.ar% FO.r3.
Tabula formosa

54. En € Circolo, quan defineix aquestes ordenades
diu que han de formar angle recte amb la base (Mengoli,
1672, p. 4).

55. «10. Super bas describatur quadratum: & ab uno
quolibet puncto in basi sumpto, recta ducatur, usgque ad op-
positum latus, reliquis lateribus quadrati paralela: quae
dizcetur, ordinata in quadrato» (Mengoli, 1659, p. 368).

56. «12. Et quadratum, per suas ordinatas extensum, di-
cetur, forma omnesrationales, & forma omnestotae. & signi-

ficabitur characteribusFO.u & FO.t» (Mengoli, 1659, p. 368).

57. «23. Et generdliter, si super basi concipiatur figura,
extensa non nisi per ordinatas in quadrato: & in qua, una-
quaelibet ordinata, est assumpta quaedam in tabula propor-
tionalium: dicetur, forma omnes tales proportionales. apto-
que significabitur charactere. vt forma omnes abscissae
tertiae, FO.a3: forma omnes biprimae, FO.a2r: forma om-
nes unisecundae, FO.ar2: forma omnes residuae tertiae,
FO.r3. & sic deinceps» (Mengoli, 1659, p. 369).



Al dessota es poden veure els dibuixos actualit-
zats realitzats per |’autora d’aquestes figures ge-
ométriques disposats en forma de taula triangular.

FO. u.

FO. a. FO.r.

FO. a2. FO. ar. FO. r2.

La forma del vértex, FO.u., representa un qua-
drat de base 1. Les dues formes de la primera fila
representen dos triangles. El primer, FO.a., esta de-
terminat per la bisectriu del primer quadrant y = X,
|"eix d'abscisses i larectax = 1. El segon triangle,
FO.r., és determinat per larectay = 1 — x tragada
desdel’extrem (1,0) finsal (0,1) i I'eix d" abscisses.
Les tres formes de la segona fila sén figures deter-
minades per lesordenades d’ unapardbola, I eix d’ abs-
cissesi larectax = 1. Laprimera, FO.a%, determi-
nada per les ordenadesy = x?, lasegona, FO.ar., per
lesordenadesy = x(1—X) i latercera, FO.r2, per les
ordenades y = (1 —x)?, i aixi descriuriem les altres
files.

A partir de lataula de les formes, Mengoli va ob-
tenir una segona taula multiplicant el's seus elements
pels de la taula dels nombres combinatoris, que ano-
mena taula de les subquadratures (subquadratura-
rum). Encaravaformar unatercera taula multiplicant
cadascuna de les files de la taula de | es subquadratu-
resper I’ordre de lafilamés 1. Aixi, laprimerafilala
va multiplicar per 2, la segona per 3, etc. Aquesta
nova taula |’ anomena taula de les quadratures (qua-
draturarum).

L’ algebritzaci6 de les matematiques

FO .u.
FO.a. FO.r.
FO.a2% FO.2ar. FO.r2
FO.a® FO.4a’r. FO.4ar? FO.ré,
Tabula subquadraturarum

FO. u.
FO.2a. FO.2r.
FO.3a% FO.6ar. FO.3r%
FO.4a% FO.12a%. FO.12ar? FO.4r3,
Tabula quadraturarum

Mengoli estudia aquestes formes pel que fa a mo-
notoniai a punt maxim, i en aquestes demostracions
es pot comprovar com Mengoli tenia molt clar e seu
dibuix, encaraque no el fes. En el primer teorema, de-
mostra que en les formes del primer costat de lataula
(en diagonal), FO.a"., determinades per y = X", les or-
denades eren creixents i que I’ ordenada maxima es
trobava a |’ extrem de la base i valia e mateix que la
base, ja que la base erala unitat. També va demostrar
gue en les formes de I’ Gltim costat, FO. r"., determi-
nades per y = (1 —x)", les ordenades eren decreixentsi
gue |’ordenada maxima es trobava a I'origen de la
base i també valiael mateix que la base. La demostra-
ci6 esbasava en lamateixa definicio de les ordenades,
ésadir, enlaproporcio 1:y= (1:x)". Partiadelades-
igualtat de les abscisses i obtenia la desigualtat de les
ordenades, através d’ aguesta proporcio.

En el segon teorema, vademostrar que enlesformes
del mig, FO. a™r".,, determinadesper y = x™- (1 —x)",
les ordenades eren primer creixents i després decrei-
xents, i prenien el seu valor maxim en una divisio de
la base que estava situada aradé m: n. La demostra-
cié lafeiaamblaformaFO. a%3., on |’ abscissaB que
verificava AB : BR = 2 : 3 tenia |’ ordenada maxima.
Mengoli va demostrar que les ordenades de la figura
creixien finsaaquest valor i tornaven adecréixer fins
al’ordenadade R.

Mengoli volia assegurar-se que cadascuna de les
expressions de la taula triangular, que eren nous ob-
jectes algebraics, podien ser associades a una corba
geometrica. Aixi, a la tercera proposicié, que ano-
mena problema, mostrava com construir |’ ordenada
de la corba corresponent ala figura geométricaen un
punt donat a partir de la seva expressio algebraica.

Problema 1. Proposicié 3. Trobeu I’ ordenada
d'unaforma proposada, per un apunt donat i en una
base donada.®®

58. «Formae propositag, in data basi, per datum punc-
tum, ordinatam invenire» (Mengoli, 1659, p. 377).

23



24

M. Rosa Massa Esteve

Mengoli deia que en una forma o expressio age-
braica donada sempre es pot tragar una ordenada, do-
nada una abscissa. Mengoli ho plantejava amb la pa-
raula problema, ja que es tractava d’ una construccio i
no d’'un teorema, i el resolia per a una forma concre-
ta, FO. 10 a3, El que caliaeratracar unarectay, per-
pendicular alabase, que en un punt donat x verifiqués
laproporcid: (1:y) = (1:x)?-(1:(1-x)°(1: 10).
Fent la composicid de raons, com que eren iguas els
numeradors han de ser iguals els denominadors, i li
donavael valor de’ ordenaday = x* - (1 —x)3 - 10.

Cal remarcar que Mengoli en aguesta demostracié
no només treballava amb proporcions de segments,
sind que identificava el's segments amb les lletres de
I’expressié algebraica, encara que €ll no va definir
una a gebra de segments com Descartes. Mengoli va
establir un cert tipus d'isomorfisme entre els nous ob-
jectes algebraics i les figures geométriques, a fi de
poder treballar amb les figures a través de les seves
expressions algebraiques.

5.3. Calcul delesquadratures

Mengoli coneixia el valor d’ aguestes quadratures
pel métode dels indivisibles, perd mostra un altre
cami per verificar aquests valors. Emprant € llen-
guatge simbdlic de Viéte, creales noves expressions
algebraiques que identifica amb les figures geométri-
gues que voliaquadrar. Per fer lademostraci6, vaem-
prar les taules triangulars i la teoria de quasi propor-
cions, que havia elaborat en I’ «<Elementum tertiumy,
basant-se en la teoria de proporcions del llibre v dels
Elements d’ Euclides.®

Per entendre com Mengoli va aconseguir provar
el valor d’ aquestes quadratures, considerem lesidees
basiques d'aquesta teoria de «quasi proporcions».
Mengoli fonamenta lateoria en la sevanocié de «rad
guasi un nombre». Per aclarir-laconsideravalorsfins
alOenlarad O.aat? per exemple, sit =3, larad és
3a9;sit=4 laradva 6 al6, i aalgumenta que esta
més a prop de 1/2 que qualsevol atrarad, i anomena
aquestarad quasi 1/2:

[...] per adiferents valors de lalletrat, ordenats
sempre en una creixent [sequéncia] hi ha diferents
[raons] i sempre ordenades de manera creixent [la

seqliencia), perd sempre més petites que larad 1/2;
efectivament, s acosten sempre més a prop ala ma-
teixa 1/2. Aixo és, si la pregunta pogués ser propo-
sada per a algun valor donat, respondria que la rad
esdevé més aprop a 1/2 que qualsevol atrarad [do-
nada], [i] sera anomenada la mateixa rad indetermi-
nada O.a at? quasi 1/2.%°

D’ aguesta manera, larad pren diferents valors a
mesura que €l valor de t augmenta. A més, aquests
valors sdn més a prop de 1/2 que qualsevol altrarad
donada. La diferéncia entre 1/2 i larad, la qual és
determinada quan el valor de t augmenta, és aixi
meés petita que la diferéncia entre 1/2 i qualsevol al-
trarad donada.®* El limit d’ aquesta successio de ra-
ons o d aquesta rad, en la mesura que és aixi deter-
minable, és 1/2, i Mengoli denomina el limit raé
guasi 1/2. Laidea de «rad quasi un nombre» sugge-
reix, encara que de manera imprecisa, el concepte
modern de Iimit.®

Aquestanocio, juntament amb laideade rad inde-
terminada determinable explicada abans, la va utilit-
zar per establir les definicions derad «quasi infinita»,
«quasi nulla», «quas la iguatat» i «quasi un nom-
bre» en I’ «kElementum tertium»;

1. Unarad indeterminada determinable, que en
determinar-se pot ser més gran que qualsevol [rad]
donada, en la mesura que es va determinant, es dira
quasi infinita.

2. | s pot ser més petita que qualsevol [rad]
donada, en la mesura que es va determinant, es dira
quasi nula.

3. | s pot ser més petita que qualsevol rad
més gran que laigualtat, i més gran que qualsevol
rad més petita que laigualtat, en la mesura que es
va determinant, es dira quasi la igualtat. O bé dit
d’una altra manera, que pugui ésser més a prop de
laigualtat que qualsevol rad donada que no sigui la
igualtat, en la mesura que sigui tal, es dira quasi
d’igualtat.

4. | s pot ser més petita que qualsevol rad més
gran que unarad proposada, i més gran que qual se-
vol rad més petita que la mateixa rad proposada, en
la mesura que es va determinant, es dira quasi igual
a aquesta rad. O bé d’una altra manera, que pugui
ésser més a prop de qualsevol rad proposada que
qualsevoal atrarad que no sigui igual aaquesta, enla
mesuraquesigui tal, esdiraquasi igual alarao pro-
posada.

59. Mengoli va considerar els Elements d’ Euclides el
Ilibre de matematiques per excelléncia. Trobareu més da-
des sobre les seves noves teories de quasi proporcionsi ra-
ons logaritmiques a Massa (1997, 2003).

60. «Pro varijs litterae t valoribus, ordinatim semper
maioribus; varias, & semper ordinatim maiores esse: di-
midia quidem ratione semper minores; ad ipsam vero dimi-
diam semper propius accedentes. Quod si propositae quaes-
tione potuerit, pro quodam valore assignabili responderi

ratio propior dimidiae, quam alia quaelibet; dicetur ipsain-
determinata ratio O.a at? quasi dimidia» (Mengoli, 1659,
p. 62).

61. Mengoli considera la rad donada sempre diferent
del/2.

62. En lasevaobra Circolo de 1672, Mengoli de nou
utilitza quasi raonsi explica: «Disi quasi, e volsi dire, che
vadino acostandosi ad essere precisamente tali» (Mengoli,
1672, p. 49).



5. | elstermes de raons quasi iguals entre si es
diran quasi proporcionals.

6. | elstermes de raons que son quasi d'igual-
tat esdiran quasi iguals.®

Ladefinicio sisenai Ultima, alallum de ladefini-
cié tercera, es podriatraduir aixi:

| els termes de raons que son més properes a la
igualtat que qual sevol rad donada diferent delaigual-
tat, en la mesura que agquestes raons es van determi-
nant, es diran quasi iguals.

En calcular les quadratures, Mengoli va emprar
aquesta interpretacio de la definicio de rad de quasi
igualtat.

Amb aguestes definicions, vaobtenir raons entre tot
tipusde sumatorisi el nombret. Recordem que aquests
sumatorisesformen emprant ti quetenent— 1 sumands
amb diferents exponents. Va calcular a que tendien
aquestes raons quan €l nombre de sumands augmenta,
i vaobtenir moltes quasi raons. Aixi, en el teorema 42
d aquest elementum, que empraen les quadratures, par-
tint del teorema 22 i amb aquestateoria, va demostrar
aquétendiaaquesta sumaquan €l nombre de sumands
augmenta. En notacié actual, Mengoli vademostrar que

a=t-1
+ .
(m+n+1) .(mn n) . 2 a"-(t—a)"tendeix at™ "1
a=1

quan t tendeix ainfinit.

Retornem ara a les corbes que volia quadrar i re-
cordem que estan disposades en una taula triangular,
taula de les quadratures (vegeu lafigura 6).

FO. u.
FO.2a. FO.2r.
FO.3a% FO.6ar. FO.3r%
FO.42% FO.12a%r. FO.12ar? FO.4r3,
Tabula quadraturarum

Els coeficients d’ aquesta taula de les quadratures son:
(m+n+1) (m; n), on (m+n) ésl’ordre delafilaque,

alavegada, coincideix amb €l grau de |’ expressio al-
gebraica. Mengoli feiaservir I artifici de multiplicar
tots els membres de la taulaper m+ n + 1 i pel
nombre combinatori corresponent per poder demos-

L’ algebritzaci6 de les matematiques

trar totes les quadratures alhora. Mengoli sabia que €
valor d’ aquestes quadratures son elsinversos d’ aquests
productes; per tant, posa com a coeficients de les for-
mes que volia quadrar aquests productes i nomeés i
queda per demostrar que les arees d’ aquestes noves
formesvdien launitat, ésadir, e quadrat de costat 1.

© Bodleian Library. Oxford University (Oxford).

Ficura 6. Taulestriangulars de quadratures
de laGeometriae.

Es pot interpretar que Mengoli esvaadonar que un
delsfactors d’ aquests productes corresponiaastermes
del desenvolupament binomial de[a+ (1-a)]" = [1]",
gue coneixiamolt bé, i que I’ altre factor el podia tro-
bar através delarelacio entre la suma de poténcies i

63. «1. Ratio indeterminata determinabilis, quae in de-
terminari, potest esse maior, quam data, quaelibet, quatenus
ita determinabilis, dicetur, quasi infinita. 2. Et quae potest
esse minor, quam data quaelibet, quatenus ita determinabi-
lis, dicetur, quasi nulla. 3. Et quae potest esse minor, quam
data quaelibet maior inaequalitas; & maior, quam data qua-
elibet minor inaequalitas, quatenus ita determinabilis, dice-
tur, quasi aequalitas. Vel aliter, quae potest esse propior
aequalitati, quam data quaelibet non aequalitas, quatenus

talis, dicetur, quasi aequalitas. 4. Et quae potest esse minor,
quam data quaelibet maior, proposita quadam ratione; &
maior, quam data quaelibet minor, proposita eddem ratione,
quatenus ita determinabilis, dicetur, quasi eademratio. Vel
aditer, quae potest esse propior cuidam propositae rationi,
guam data quaelibet alianon eadem, quatenustalis, dicetur,
quasi eadem. 5. Et rationum quasi earundem inter se, termi-
ni dicentur, quasi proportionales. 6. Et quasi aequalitatum,
dicentur, quasi aeguales» (Mengoli, 1659, p. 97-98).
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el grau.* Esadir, que Mengoli era conscient que els
nombres pels quals multiplicava cada fila depenien
només del grau de I’ expressi6 algebraica de cadafila
i dels nombres combinatoris corresponents. Aixo justi-
ficariaque Mengoli digués que lademostracié espodia
estendre per infinites quadratures. El fet de collocar
lesformes en unataulatriangular i poder identificar la
sevaquadraturaamb €l lloc que ocupaalataulali dona
I’ avantatge de poder trobar rapidament el valor de la
seva area sense necessitat d’operar. Aixi, I'area de
FO.a®r* serial’ inversdel seu coeficient, queésel ter-
me 25 del desenvolupament binomial [a + (1 —a)]%,
combinacions de 55 sobre 30, multiplicat per 56, que
és una unitat més que el grau de |’ expressio algebrai-
ca corresponent. Escrit en notacié actual, Mengoli
calculava

(m+n+1) -(m:{n)- i X" (1=-x)"dx=1

Per fer aquesta demostracié, Mengoli va establir
dues quas igualtats emprant la teoria de quasi pro-
porcions. D’una banda, va demostrar que la figura
gue volia quadrar era quasi igua a una figura nova,
I"adscritai, d’ atra banda, que aquesta figura adscrita
eraquas igual a quadrat de costat 1. Unavegada es-
tablertes les dues quasi igualtats, I’ una entre I adscri-
tai el quadrat, i I'altraentre |I’adscritai lafigura que
volia quadrar, utilitza un resultat anterior que deia
gue establertes dues quasi igualtats amb antecedents
iguals, els consequients també son iguals. Per tant, to-
tes les quadratures de lataula valien igual que I’ area
del quadrat de costat 1, o sigui, la unitat.

Per establir la primera quasi igualtat, Mengoli
empra les figures inscrita i circumscrita d’ Arquime-
des, pero utilitzatambé unafiguranova, I’ adscrita. La
figura inscrita esta formada pels parallelograms ma-
xims inclosos en lafigura, la figura circumscrita pels
parallelograms minims que inclouen la figura. En
canvi, la figura adscrita esta formada pels paral{elo-
grams construits sobreles divisions dela base a partir
de la primera divisié (o bé sobre I’ Gltima) que estan
determinats per les ordenades de la figura.

Primer, Mengoli va demostrar que la circumscrita
excedeix | adscritaen una quantitat rectangul ar deter-
minada per |’ ordenada maximai una de les divisions
delabasei, tot seguit, va provar que I’ adscrita exce-
deix la inscrita en una quantitat no més gran que
aquestarectangular. Immediatament, utilitzant lateo-
ria de quasi proporcions, va demostrar que la cir-

cumscritai lainscritason quasi iguals, i d’ aqui vade-
duir quelafiguraquevoliaquadrar i |’ adscrita, que es
trobaven entre la circumscritai lainscrita, també eren
quasi iguals.®

Aquesta és una demostracio ala manerad’ Arqui-
medes, pero utilitzant el metode de les quasi raons en
comptes del métode de doble desiguatat. Una altra
diferéncia amb el métode d' exhaustio és que en ell
s utilitza directament la figura que es vol quadrar en-
trelacircumscritai lainscrita. Aqui, en canvi, no s ha
calculat el valor del’ area, sind que s estaaun pasin-
termedi amb una figura nova: la figura adscrita for-
mada per rectangles finits.

Aquesta figura, I’ adscrita, també ens serveix per
calcular €l valor de I’ area establint una segona quasi
igualtat entre el quadrat de costat 1 i la figura adscri-
ta al’expressié que es vol quadrar. Aquests rectan-
glesformats en les divisions de labase, que éslauni-
tat, plantegen unarad amb antecedent una poténciade
ti amb consequient la suma de potencies. Augmentant
el nombre de divisions, aquesta expressié sera de
quasi igualtat pel teorema 42. Llavors, la figura ads-
critai el quadrat seran quasi iguals.

Un dels punts febles d’' aquesta demostraci6 és e
pas d'una rad de quasi igualtat entre una suma de
poténcies i poténcies (nombres) a una rad entre figu-
res geometriques. Atés que Mengoli haviabasat late-
oria de quasi proporcions sobre la teoria de propor-
cions euclidiana, per aell lanovateoriaeravalida per
aqualsevol magnitud, figura o nombre. Cal remarcar
gue aquesta demostracié no depeén del grau i pot ser
emprada en tots els casos on la quasi rad de la suma
de poténcies és coneguda.

6. Conclusions

Mengoli, com Viéte, vaconsiderar lasevaalgebra
com una tecnica en la qual €ls simbols eren emprats
per representar magnituds abstractes. Va tractar amb
especies, formes, taules triangulars, quasi raonsi ra-
ons logaritmiques. Pero I’ aspecte més innovador del
treball de Mengoli vaser I'Us que vafer deleslletres,
laqual cosali va permetre treballar directament amb
I’expressio algebraica de les figures geométriques.
D’una banda, expressava una figura geometrica amb
una expressio algebraica, en laqual I’ ordenada de la
corba que determinava la figura estava relacionada
amb |’ abscissa mitjangant una proporcio, i vaestablir
aixi lateoriaeuclidianade proporcions com un lligam

64. Mengoali, en la proposicio 11 d' aquest element, de-
mostra que les arees de les formes de cada filade lataulade
les subquadratures, o sigui, que només tenien com a coefi-
cient e nombre combinatori, erenigualsi valien /m+ n+ 1.
A més, demostra que la suma de totes les arees d' aguesta
filadonava l, o sigui, I’area del quadrat.

65. Podeu veure el desenvolupament i els calculsd' a
questa demostracio a Massa (1998, p. 129-166) i a Massa
(20086, p. 104-108).



entre|’dgebrai lageometria. D’ atra banda, va mos-
trar com |’expressio algebraica podia emprar-se per
construir geométricament |’ ordenada de qualsevol
punt. Aixo li va permetre estudiar les figures geome-
triques através de les seves expressions a gebraiques
i trobar els valors d’ arees d’'una nombrosa classe de
corbes alavegada.

Lataulatriangular de quadratures que Mengoli va
construir en I’ «<Elementum sextum» pot ser estesain-
definidament. De fet, coneixia els valors d’ aguestes
quadraturesi buscava unareglaqueli permetés asso-
ciar qualsevol figurageomeétricaaunaexpressio age-
braica. Posant aquestes expressions alataulaamb co-
eficients apropiats, laquadraturade les corbes restava
donada. Classificavalesfigures per les corbes queles
determinaven en tres tipus i estudiava les propietats
de cada grup, una altra vegada emprant la teoria de
proporcions. Quan feia la demostracio, aquesta era
independent de la representacio grafica de lafigurai
podia ser emprada en tots els casos on la quasi rad de
la suma de potencies era coneguda.

Semblaimprobable que Mengoli conegués La gé-
ométrie de Descartes. Les diferencies amb I’ obra de
Mengoli son substancials, tant pel que faals objectius
com a's metodes. Mengoli introduia I’ algebra dins la
geometria per solucionar problemes de quadratures;
Descartes volia solucionar i classificar problemes ge-
omeétrics i empraval’ agebracom aeina. Mengoli no
vafer unadgebrade segments, com vafer Descartes;
és adir, no vadonar unainterpretacié geométrica de
cadascuna de les operacions algebraiques que definia.
A mésamés, quan demostrava unaidentitat algebrai-
cacom ara(a+ b)?= a?+2ab + b? desenvolupavala
prova utilitzant les propietats de les proporcions. La
sevaintroduccid del’ algebradinsla geometria té més
similituds amb els procediments de Viete. Aquest
també emprava la teoria de proporcions com un Ili-
gam, pero feia diagrames sense emprar sistemes de
coordenades i verificava les construccions de les so-
[ucions de les equacions de segon grau sense assumir
cap connexio entre les ordenades i |es abscisses.

Quan es mencionalarelacié entre les ordenades i
les abscisses en una corba, hom pensa immediata-
ment en Fermat i en la seva obra Ad locos planos et
solidos isagoge de 1636. Tot i que Mengoli podria
haver preslainspiracié en |’ obrade Fermat, Mengoli
nomes va establir la relacio per a certes corbes, tals
comy=K-x"-(1-x)", i no vamencionar haver tro-
bat un principi general com va dir Fermat en la seva
Isagoge (1891-1922, 1, p. 91). Mengoli no va tractar
ni problemes solids, ni llocs geometrics, com va fer
Fermat; a més, el seu metode algebraic no pot ser
aplicat per solucionar aquests altres problemes ge-
omeétrics.

Encara que €l seu métode era innovador, és una
realitat que molts matematics de I’ época no se'l van
[legir acausade lasevamanerad’ escriure enrevessa

L’ algebritzaci6 de les matematiques

dai poc clara. Mengoli realment vafer una aplicacié
molt rigorosa del llenguatge algebraic, sobretot en
|”aspecte formal, la qual cosa li va comportar una
complicacio molt gran pel quefaasimbolsi escriptu-
ra, i que va en augment a mesura que avanga en la
seva obra. Per0 si en la seva epoca la utilitzaci6 del
|lenguatge algebraic va ser un entrebanc per alaseva
difusio, és precisament aguesta caracteristica peculiar
la que actualment el fa més interessant. Mengoli va
introduir I algebradins lageometria per un cami dife-
rent alestendencies del moment, pero les seves apor-
tacions constitueixen un esglab més per entendre
aquest procés d'algebritzacid de les matematiques
que s estava desenvolupant en el segle xvii. El seu
objectiu prioritari no vaser ni laconstruccio algebrai-
cade les corbes, ni laseva classificacio, sind resoldre
unes quadratures que ja coneixia mitjancant un meto-
dediferent en el qual desenvolupaval’ algebradeVie-
te. No hauriem d’ oblidar que Mengoli desitjava qua-
drar €l cercle interpolant aquestes taules de
quadratures. Aquestarecercavaaparéixer méstard en
la seva obra Circolo (1672), en la qua va estudiar
quadratures de corbes determinades per equacions
avui diarepresentades per y =K - x™ - (1 —x)". Men-
goli emfasitzava que aguestes quadratures mai no ha-
vien estat trobades abans. De fet, qualsevol intent per
calcular aquestes quadratures geomeétricament hauria
de fer-se cas per cas.

L’estudi de I’ obra de Mengoli revela que la seva
base no era el métode delsindivisibles del seu mestre
Cavalieri, sind el triangle aritmetic i lateoria de qua-
s proporcions com a desenvolupament de I’ algebra
de Viéte. En aquest sentit, va elaborar una teoria
numericade sumes de poténciesi productes de poten-
ciesi limits d’ aquestes sumes que no tenien res a veu-
re amb les omnes lineae de Cavalieri. No és clarala
rad per la qual Mengoli no va seguir e cami del seu
mestre. Potser fou pel fet que el métode de Cavalieri
haviarebut moltes critiquesi Mengoli no podia deixar
de ser-hi sensible. Després de mostrar que coneixia €l
metode dels indivisibles i que podia aplicar-lo, Men-
goli deia que volia buscar nous métodes, amb fona-
ments més solids, introduint en els seus calculs |’ alge-
bradeViéteatravésdelestaulestriangularsi lateoria
delesquas proporcions. Segurament perque desitjava
alunyar-se del métode delsindivisiblesi de les seves
critiques, Mengoli vamoure’ s cap a aquest |llenguatge
algebraic nou. En aguest sentit, podem dir que era
«modern». Perd Mengoli eraclassic en la sevaforma
de presentar I’obrai en e seu pensament, ja que un
delsseus grans pilars van ser els Elements d’ Euclides.
La teoria de proporcions euclidiana va ser una de les
bases de la seva matematica. Amb lateoria de propor-
cions va construir lateoria de quasi proporcions que,
tanmateix, mostra un Mengoli innovador, ja que tre-
ballaamb I’infinit, comparainfinits de diferent ordre
demostra nombroses quasi proporcions. Seguint una

27



28

M. Rosa Massa Esteve

investigacio molt original, Mengoli «va conjuntar
perfectament» en la seva obra la matematica classica
—representada en aquest cas per Euclides (teoria de
proporcions), Arquimedes (metode d’ exhaustio) i €
métode dels indivisibles del seu mestre Cavalieri— i

lamatematicainnovadora en aquell moment —repre-
sentada per I'algebra de Viéte. Les caracteristiques
del pensament algebraic i geométric en lesinvestiga-
cions de Mengoli es van complementar per aconse-
guir nousi millors resultats.



ANDERSEN, K. (1984/1985). «Cavalieri’s method of
indivisibles». Archive for the History of Exact
Sciences, num. 31, p. 291-367.

ANGELI, S. D. (1659). Miscellaneum hyperbolicum.
Bolonya.

AUGER, L. (1962). Un savant méconnu: Gilles Per-
sonne de Roberval (1602-1675). Paris: Blanchard.

BARroN, M. E. (1987). The origins of the infinitesimal
calculus. Nova Y ork: Dover.

BaronciINg, G.; Cavazza, M. (1986). La corrispon-
denza di Pietro Mengoli. Florencia: Olschki.

BeErNOULLI, J. (1975). Werke. Basel: Birkhauser Ver-
lag. 3v.

BoMBELLI, R. (1966). L' algebra. Mil& Giangiacomo
Feltrinelli Editore. [Editat per E. Bortolotti]

Bos, H. J. M. (1981). «On the representation of cur-
ves in Descartes Géométrie». Archive for the
History of Exact Sciences, nim. 24, p. 295-338.

— (1998). «La structure de la Géométrie de Descar-
tes». Revue d'Histoire des Sciences, nim. 51, p.
291-317.

— (2001). Redefining geometrical exactness. Des
cartes transformation of the early modern con-
cept of construction. Nova 'Y ork: Springer-Verlag.

BosmaNs, H. (1924). «Sur |’ oeuvre mathématique de
Blaise Pascal». Mathesis, nim. 38, supl., p. 1-59.

BoYER, C. B. (1943). «Pascal’s formula for the sums
of powers of the integers». Scripta Mathematica,
nam. 9, p. 237-244.

CaJori, F. (1928). A history of mathematical nota-
tions. Vol. 1. Chicago: Open Court.

CAVALIERI, B. (1635). Geometria indivisibilibus con-
tinuorum nova quadam ratione promota. Bolonya.

— (1647). Exercitationes geometricae sex. Bolonya.

Cavazza, M. (1980). «Bologna and the Roya So-
ciety in the seventeenth-century». Notes and Re-

Bibliografia

cords of the Royal Society of London. Val. 35,
nam. 2, p. 105-123.

— (1979/1980). «L’oscuritta di Pietro Mengoli € i
suoi difficili rapporti con i contemporanei». Atti
della Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bo-
logna. Cl. Di Scienze Morale. Memoria LXXVII,
p. 57-78.

CrroLETTI C. (1990). «La méthode de Fermat: son
statut et sa difussion». Cahiers d'Histoire et de
Philosophie des Sciences [Paris: Société Francai-
se d'Histoire des Sciences et des Techniques|, s&-
rie nova, nim. 33.

CLAGETT, M. (1968). Nicole Oresme and the medie-
val geometry of qualities and motion. Madison:
Wisconsin.

CrOMBIE, A. C. (1980). Historiadela ciencia: de San
Agustin a Galileo, siglos XIl1-XVII. Vol. 2. 3aed.
Madrid: Alianza Universidad.

DESCARTES, R. (1954). The geometry of René Des-
cartes. Nova York: Dover. [Edici6é anglesade D.
E. Smithi M. L. Latham]

EucLipEs (1956). The elements. Val. 3. Nova York:
Dover. [Edici6é anglesade T. L. Heath]

FErRMAT, P. (1891-1922). Oeuvres|i suplements]. Pa-
ris: Gauthier-Villars. 4 v. [Edici6 francesa de P.
Tannery i H. Charles]

FREGUGLIA, P. (1999). La geometria fra tradizione e
innovazione: Temi e metodi geometrici nell’eta
della rivoluzione scientifica 1550-1650. Tori: Bo-
[lati Boringhieri.

Grusti, E. (1980). Bonaventura Cavalieri and the
Theory of Indivisibles. Bolonya: Edizioni Cremo-
nese.

— (1987). «La Géométrie di Descartes tra numeri e
grandezze». Giornale Critico della Filosofia Ita-
liana, nim. 66, p. 409-432.

29



30

M. Rosa Massa Esteve

— (1992). «Algebra and geometry in Bombelli and
Viéte». Bollettino di Storia delle Scienze Matema-
tiche, nim. 12, p. 303-328.

GREGORY, J. (1939). James Gregory tercentenary
memorial volume. Londres: Bell. [Editat per H.
W. Turnbull]

HERIGONE, P. (1644). Cursus mathematicus, nova,
brevi et clara methodo demonstratus, Per NOTES
reales & universales, citra usum cuiuscumque
idiomatis, intellectu faciles. Paris: Simon Piget.

Hgyrup, J. (1996). «A new art in ancient clothes. Iti-
neraries chosen between scholasticism and ba-
roque in order to make algebra appear legitimate,
and their impact on the substance of the disci-
pline». Filosofi og Videnskabsteori pa Roskilde
Universitetscenter [Raekke: Preprints of Reprints],
nam. 3.

LeBNiZ, G. W. (1990). Mathematische schriften.
Vol. 1. Berlin: Akademie-Verlag, nim. 37, 39, 40
i 75. [Edici6 aemanya d'E. Knobloch i W. S.
Contro]

LINDBERG, D. C. [ed.]. (1978). Science in the middle
ages. Chicago: The University of Chicago Press.

MAHONEY, M. S. (1971-1991). «Pierre de Fermat».
A: GiLLispig, C. C. [ed.]. Dictionary of scientific
biography. Nova Y ork: Scribner’s, p. 566-576.

— (1973). The mathematical career of Pierre de
Fermat. Princeton: Princeton University Press.

— (1980). «The beginnings of algebraic thought in
the seventeenth century». A: GAUKROGER, S.
[ed.]. Descartes philosophy, mathematics and
phisics. Brighton: Totowa, Barnes and Noble:
Harvester, p. 141-156.

MALET, A. (1996). From indivisibles to infinitesi-
mals, studies on seventeenth century mathemati-
zations of infinitely small quantities. Barcelona:
Universitat Autonoma de Barcelona.

MALET, A.; PARADIS, J. (1984). Els origensi I'ense-
nyament de I’ algebra simbolica. Barcelona: Uni-
versitat de Barcelona

Mancosu, P. (1996). Philosophy of mathematics and
mathematical practice in the seventeenth century.
Oxford: Oxford University Press.

Massa, M. R. (1994). «El métode delsindivisibles de
Bonaventura Cavalieri». Butlleti de la Societat
Catalana de Matematiques, nim. 9, p. 68-100.

— (1997). «Mengoli on “quasi proportions’». Histo-
ria Mathematica. Vol. 24, p. 257-280.

— (1998). Estudis matematics de Pietro Mengoli
(1625-1686): taules triangulars i quasi propor-
cions com a desenvolupament de I'algebra de
Viete. Barcelona: Publicacions de la Universitat
Autonomade Barcelona. [Tesi doctoral]

— (2001). «Las relaciones entre €l dgebray la geo-
metriaen € siglo xvim. Llull, nim. 24, p. 705-725.

— (2003). «La théorie euclidienne des proportions
dans les Geometriae speciosae elementa (1659)

de Pietro Mengoli». Revue d’ Histoire des Sciences.
Vol. 56, nim. 2, p. 457-474.

— (2006). «Algebra and geometry in Pietro Mengoli
(1625-1686)». Historia Mathematica. Vol. 33, p.
82-112.

— «La algebrizacion de las mateméticas. L’alge-
bre de Pierre Hérigone (1580-1643)». Actas del
IX Congreso de la Sociedad Espariola de Histo-
ria de las Ciencias y las Técnicas. Cadis. [En
premsa]

MENGoLI, P. (1655). Via regia ad mathematicas per
arithmeticam, algebram speciosam and planime-
triam, ornata maiestati serenissimae D. Christi-
nae reginae suecorum. Bolonya.

— (1659). Geometriae speciosae elementa. Bolonya.

— (1672). Circolo. Bolonya.

— (1673). Anno. Bolonya.

NASTASI-SCIMONE. (1994). «Pietro Mengoli and the
six-square problem». Historia mathematica. Vol.
21, p. 10-27.

NaTuccr, A. (1970-1991). «<Mengoli». A: GILLISPIE,
C. C. [ed]. Dictionary of scientific biography.
Vol. 9. NovaYork: Scribner’s, p. 303-304.

OLDENBURG, H. (1986). The correspondence of Henry
Oldenburg. Madison: University of Wisconsin
Press. 13 v. [Editat per Rupert Hall i Marie Boss
Hall]

Panza, M. (2005). Newton et lesorigines de |’ analy-
se: 1664-1666. Paris: Blanchard.

PascaL, B. (1954). Oeuvres complétes. Paris: Galli-
mard.

PEPE, L. (1981). «ll calcolo infinitesimalein Italiaagli
inizi del secolo xvi». Bollettino di Soria delle
Scienze Matematiche. Vol. 1, nim. 2, p. 43-101.

— (1982). «Note sulla diffusione della Géométrie di
Descartes in Italia nel secolo xvi». Bollettino di
Soria delle Scienze Matematiche. Vol. 11, fasc. 2,
p. 249-288.

Pycior, H. M. (1997). Symbols, impossible numbers,
and geometric entanglements: british algebra
through the commentaries on Newton’'s univer-
sal arithmetik. Cambridge: Cambridge University
Press.

Ricaup, S. P. (1841). Correpondence of scientific
men of the seventeenth century. Vol. 2. Oxford.
[Nova edici6 per Hildesheim: Olms, 1965]

RoBINET, A. (1988). G. W. Leibniz Iter italicum.
Floréncia: Olschki.

Scorr, J. F. (1981). The mathematical work of John
Wallis, D. D. FRS. (1616-1703). Nova York:
Chelsea

TABARRONI, G. (1971-1991). «Geminiano Montana-
ri». A: GiLLispIE, C. C. [ed.]. Dictionary of scien-
tific biography. Vol. 9. Nova Y ork: Scribner’s, p.
485-487.

TorrICELLI, E. (1919). Opere. Faenza. 3 v. [Editat
per G. LorIA i G. VASSURA]



Vacca, G. (1915). «Sulle scoperte di Pietro Mengo-
li». Atti dell’ Accademia Nacionale del Lincei-
Rendiconti. Vol. XXIV, ndm. 5, p. 508-513,
617-620.

VIETE, F. (1970). Opera mathematica. Nova Y ork:
Georg Olms Verlag. [Editat per F. A. Schooten]

Bibliografia

WALKER, E. (1986). A study of the traité desindivisi-
bles of... Roberval. Nova York: Columbia Univ.
Press.

WaLwis, J. (1972). Opera mathematica. Vol. 1
Arithmetica infinitorum. Nova Y ork: Georg Olms
Verlag. [Editat per F. A. Schooten]

31






M. Rosa Massa Esteve (Palamés, 1954) va estu-
diar la carrera de matematiques a la Universitat de
Barcelona (1972-1977). A partir del curs 1977-1978,
va comencar la seva activitat laboral com a professo-
ra agregada de matematiques, primer interinament a
I'IB Jaume Balmes i després de I’oposicié Iliure del
1978 va esdevenir professora agregada d'instituts
d’ ensenyanca mitjana fins al curs 1992-1993. A par-
tir del 1993, per concurs de mérits, esdevé catedratica
de secundaria de matematiques. Actualment és pro-
fessoralectora del Departament de Matematica Apli-
cada | de la Universitat Politécnica de Catalunya, i
compagina la docéncia en matematiquesi en historia
delaciénciaamb les activitats de recerca. Esmembre
del Grup de Recerca d’'Historia de la Cienciai de la
Técnica (GRHCT) de la Universitat Politécnica de
Catalunya, on pertany a Centre de Recerca per a la
Historiade la Técnica

Va comencar els estudis de doctorat en historia
de la ciéncia el curs 1989-1990 al Centre d’ Estudis
d' Historia de les Ciéncies (CEHIC) de la Universitat
Autonoma de Barcelona. El 1993 va concloure el
mestratge d’ historia de la ciéncia amb la presentacié
d una memoria de recerca titulada Contribucio de
Pietro Mengoli al concepte de limit a través d' una
teoria de les quasi proporcions, dirigida pel doctor
Antoni Malet.

Es va doctorar el 1998 amb la tesi Estudis ma-
tematics de Pietro Mengoli (1625-1686): taules
triangulars i quasi proporcions com a desenvolupa-
ment de |’ algebra de Vieéte, dirigida pel doctor Anto-
ni Malet i pel doctor Albert Dou, i defensada el 26 de
juny ala Facultat de Matematiques de la Universitat
Autonoma de Barcelona.

L’autora

Pel que fa a la seva docéncia en historia de la
ciéncia, ha estat professora de cursos de doctorat a
CEHIC de la Universitat Autonoma de Barcelona,
formadora d’ historia de la ciéncia de professors de
matematiques de I’ Institut de Ciéncies de |’ Educa-
ci6 (ICE) de la Universitat Autdnoma de Barcelona,
del’ICE delaUniversitat de Barcelonai delaUnitat de
Formacié de Formadors de la Universitat Politécnica
de Catalunyades de |’ any 1999.

Pel quefaalarecerca, treballaen dueslinies, I u-
na referida a |’ algebritzacié de les matematiques del
segle xvin i I'altra a les relacions entre la historia i
I’ ensenyament de les matematiques. Dins d’ aquesta
altima linia, és la coordinadora del Grup de Treball
d'Historia de les Matematiques amb un projecte sub-
vencionat per I'IlCE de la Universitat de Barcelona
sobre la historia de la trigonometriai el seu ensenya-
ment. També, através de la Societat Catalana d’' His-
toriade laCienciai delaTécnica, haformat part del
comité organitzador de les | i Il Jornades sobre la
Historiade laCiénciai I’ Ensenyament que tingueren
[loc a Barcelona I’any 2003 i 2005, respectivament.
Recentment, ha comencat a treballar en un nou pro-
jecte sobre I’ Académia Militar de Matematiques de
Barcelona del segle xvir i la sevainfluéncia sobre la
cultura cientificai técnica catalanai espanyola.

Bona part de les seves recerques han estat publi-
cades en les actes de les Trobades de |la Societat Ca-
talana d’Historia de la Ciencia i de la Técnica. Cal
destacar també les seves contribucions a diverses re-
vistes internacionals, com ara Historia Mathematica,
Revue d'Histoire des Sciences, espanyoles, com ara
Llull, o bé catalanes, com ara Ictineu, Butlleti de la
Societat Catalana de Matematiquesi Biaix.
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Cor:LoQuis p’HISTORIA DE LA CIENCIA I DE LA TECNICA
Titols publicats

1 Antoni QuINTANA, Aportacio dels primers aeronautes al coneixement delaquimicadel’airealesdarreries
del segle XVIII: Reconstruccio i valoracio de les ascensions de I'italia Vincenzo Lunardi a Madrid el 12
d agost de 1792 i el 8 de gener de 1793 (1996)

2 Geoffrey E. R. LLoYD, Explorant la ciencia antiga (2001)

3 Arnaldi de Villanova opera medica omnia: 1975-2000: 25 anys d'un projecte internacional (2001)
[Exhaurit]

4 Francesc X. Barca, Onofre Jaume Novellasi Alavau (Torello, 1787 - Barcelona, 1849): Matematiques
i astronomia durant la revolucio liberal (2005)
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